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丽江 是 下 本 和 闫 诚 习作 出 版 的 现代 应 用 数学 从 书 之 一 :的 中 县 
本 , 简 滞 而 概括 地 介 闭 了 了 非 米 性 版 动 理论 的 基本 成 果 。 全 书 共 
分: 委 治 汇 纹 的 几何 广 和 法， 自治 滩 统 的 解析 方法 , 理 自 治 邓 绊 的 
几何 方法 , 非 白 说 熔 综 的 授 忻 方法 党 四 章 。 所 取 数 学 模型 限于 


一 灯 条 级; 妇 四 上 诺 于 力学 中 单 自由 庭 柔 梳 或 电学 中 的 单 问 路 又 


称 。 帮 实际 握 动 闸 题 中 启 于 一 纵 的 情况 : 亦 可 从 本 书 纾 到 借鉴 。 
本 省 可 供 语 等 学 校 数学 洒 , 物 埋 过 ,无 妨 也 深 师 生 以 及 有 关 
的 工程 技术 人 届 尖 者 。 
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帅 绑 被 有 明 \ 
这 一 你 书 是 根据 吕 本 赃 波 书 店 出 版 的 “现代 应 用 数学 讲座 ”" 翻 
雯 而 成 。 日 交 原 书 共 15 敌 60 册 ,分 成 态 .B 两 粗 , 各 泪 有 序号 。 珊 
在 把 原来 同一 题目 分 成 两 朋 职 三 册 的 加 以 合并 , 整理 成 各 种 , 不 
另 和 分 租 各 号 , 陆 粳 翻译 出 版 。 
这 套 书 涉及 的 画 很 J ,其 内容 和 都 和 现代 科学 技术 密切 有 大, 有 
一 定 参 沽 价值 。 每 一 本 书 收集 的 资料 都 比较 丰富 ,而 叙述 扼要 ,篇 


:， 幅 不 多 ,有 利于 广 省 以 较 短 时 两 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 


这 套 书 的 某 坚 观点 不 足 适 台 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方法 可 供 套 考 。 
因此 ,前 至 出 版 这 一 套 书 , 对 我 国学 术 界 是 有 所 助人 答 的 。 

由 于 日 次 厌 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陆 积 出 版 的 ,写作 上 时间 
和 篇 幅 的 限 册 不 可 避免 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 
能 地 茂 少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 秤 本 中 , 特 瑚 冬 者 或 校 于 者 撰写 谋 
或 后 记 , 以 介绍 有 关 学 科 的 最 近 发 展 状 驶 ,并 对 会 书 内 容 作 一 些 评 
价 ,提出 一 些 看 法 , 类 全 我 国情 况 补 到 一些 疆 料 交 献 ,在 广内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 方 添加 了 必 机 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 错 
诬 。 和 希望 这 些 工作 能 对 蔚 者 有 所 帮助 。 

承担 翻译 和 核 阅 的 同志 ,为 提高 书籍 的 质量 付出 了 瓦 大 劳动 ， 
在 此 特 致 以 器 垫 的 谢 童 。 . 

欢迎 茂 者 对 本 书 提出 批评 和 意见 。 


上 海 科学 技术 出 版 和 


序 


一 个 物理 的 振动 系 杭 , 当 宅 的 元 素 都 服从 缆 性 规则 上 时， 可 志 用 
线性 方程 来 表示 。 在 很 多 元 素 中 , 有 关 的 物理 量 的 变化 不 能 视 为 
[在 某 种 意义 下 ) 很 小 ,因而 出 现 非 矿 性 ,对 应 的 瑟 程 就 是 非 矿 性 方 
程 。 还 有 ,在 元 素 的 铀 小 变化 不 服从 写 性 夫妇 的 情况 下 ,也 克 汶 非 
线性 方程 @@.. 凡是 由 非 蒋 性 方程 描 浊 的 振动 杭 称 为 非 态 性 枢 动 @@。 
很 早 . 耳 ，Helmholtz, J，Rayleigh 就 注意 过 非 黎 性 振动 , 但 引起 
竺 别 的 注意 还 是 1930 年 前 后 的 事 ， 例 如 B. van der Pol 和 各， 
Dufing 的 工作 。 臣 为 赔 题 的 方程 的 形式 在 很 条 情况 中 是 简单 的 ， 
但 候 析 -一 些 复 朱 的 南 鹏 竺 果 时 可 通 到 意外 的 困难 ， 计 不 能 用 数学 
的 方 活 来 完成 。 

非 硬 性 振动 的 研究 一 前 是 凡 工 程 技术 赔 题 为 主 ， 特 别 在 电 和 对 
舟 和 机 要 系 航 中 。 一般 静水 , 在 机 械 中 和 采取 各 种 方法 来 防止 据 动 
的 发 生 ; 在 电 和 骏 欧 中 , 因为 电 振 昔 和 通讯 工程 相关 , 振 蓝 筱 用 来 达 
到 通讯 的 目的 。 所 及 振动 理 险 ,特别 是 非 斌 性 振动 百花 ,在 电 试 工 
程 学 中 内 容量 丰富 。 非 六 性 板 动 半 题 的 主要 部 分 是 随 着 电工 学 发 
展 起 来 的 ， 其 中 许 包 所 寻 理 的 对 党 关系 到 非 祝 性 加 路 中 的 振 蓝 。 
它们 在 数学 .上 就 滩 示 为 非 科 性 的 常 微 分 方程 ， 而 周期 和 解 的 稳定 性 
旬 是 其 中 心间 题 。 总 之 ， 这 里 主要 的 目标 是 研究 裴 境 性 所 动 现象 
在 大 范 辆 内 的 性 质 , 因此 相应 的 数学 厂 计 也 着 重 于 非 小 范围 的 ( 非 
局 部 的 ) 手 法 。 

除了 振动 以 外 ,还 有 其 他 重要 的 非 线性 问题, 这 些 交 称 为 非 各 性 力学 。 


@。 上 述 两 种 非 粮 性 分 别称 为 可 翘 性 化 的 和 不 可 生性 化 的 。- 一 - 校 者 注 - 
昌 在 电 举 中 本 为 所 匡 ,在 力 举 中 称 扎 动 大 称 时 用 拓 动 。 一 一 楼 者 污 
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本 书 的 日 的 是 对 于 振动 的 数学 模型 ， 特 别 是 非 米 性 振动 的 数 
学 模型 { 印 非 粮 性 瑰 集 的 数学 表现 一 一 - 非 烧 性 方程 作 初 步 的 说 
明 ， 鹏 明 其 中 主要 的 数学 分 析 方 法 ， 恨 锥 读者 并 不 具有 等 刘 的 
准备 知识 。 汶 种 数学 方法 关系 到 天 迟 力 学 中 改 达 的 理论 , 即 瑟 . 
Poincaré 的 报 动 理论 和 A. 及 ，JT4auyH08 和 的 稳定 性 理论 ， 以 及 关 
地 一 阶 方 程 的 Poincaré-Bendixson 的 理 答 , H. 和 MH. KRPprroB, H. H. 


HoromzotoB 和 村. Jevinson 迫 人 人 发展 的 重要 理论 。 有 限于 篇 收 , 本 


书 不 能 对 上 述 数 学 方法 全部 介绍 ， 而 只 介绍 和 凡 组 直接 有 关 的 基 
本 部 分， 所 取 约 数学 模型 限 地 二 元 联 立 常 徽 分 为 程 或 二 阶 请 徽 
仙 方 程 )。 对 非 简 性 汾 程 所 举 的 例子 ,是 非 焰 性 现象 的 典型 模型 ; 电 
恒 尽 可 能 膏 朋 一 些 基 本 的 非 栈 性 现象 。 这 里 省 重 才 碟 了 青 一 的 现 
象 ,着 眼 于 这 种 现象 有 什么 性 质 ,因而 相应 的 模型 可 能 有 什么 样 的 
变化 。 这 就 省 去 了 无 签 的 元 长 的 计算 , 以 便 有 效 地 将 应 该 注意 的 
现象 的 主要 性 质 鲜明 地 表达 出 未。 虽然 例 示 的 模型 中 照 原样 并 不 
适用 于 现代 技术 的 也 不 消 , 但 是 它们 还 表示 了 有 问题 的 实质 。 

如 前 所 述 ， 过 去 研究 非 线 性 间 题 主要 是 沿 着 工程 技术 方向 进 
行 的 。 但 非 厂 性 天 题 并 不 公公 限于 上 自然 现象 , 而 且 厂 证 地 存在 于 
生物 界 、. 必 理 世 界 和 社会 现象 ,特别 在 站 济 现象 中 它 是 显著 的 。 在 
自然 界 中 的 非 线 性 现象 ,一 旦 抽 过 化 成 为 数学 模型 ,其 桔 果 显然 就 
可 适用 于 其 他 范 圈 ,目前 已 楼 有 这 种 党 哉 。 

在 进 大 本 葵 以 前 , 先 简单 地 惟 明 非 线 性 振动 的 研究 情况 。 

1920 年 ， 和 荷兰 无 线 申 工程 师 B. van der Pol 和 卫 . Y. Appieton 六 了 雁 
蝴 三 极 答 振荡 器 的 波形 ， 从 研究 电子 管 的 非 越 性 特性 开始 ， 导 出 了 van der 
Pal 古 程 ; 二 于 华 代 有 许多 非 纯 性 振 副 二 面 的 研究 ， 但 只 龙 稚 是 建立 了 非 越 
性 振动 理 葵 的 基础 。 在 这 以 后 ， 王 . LL. TH. Greaves 等 关于 :Poinear§ 天 体 
力学 中 微分 五 程 的 研 泊 是 有 成 效 的 ,同时 太 . Li6nard 等 也 有 页 贡 , 但 是 贤 正 
惊天 的 发展 则 是 在 1939 年 研究 中 心 轴 移 到 办 诬 以 后 的 十 年 。 

苏联 有 两 个 完全 独立 的 学 派 进行 过 研究 。 一 个 是 以 莫斯科 手动 研究 所 


SS 
了 
™ 


4 学 
六 中 心 :的 学 沽 ， 另 - 一 个 是 基辅 的 Kphi.rop, Boro.otdih 对 上 ， 
1330 年 ， 物理 学 家 了 可. MannenbmTam 在 葛 斯 科 创 族 了 振动 研究 所 。 数 
学 、 物 地 、 电 工学 等 万 面 的 许多 专家 在 这 时 协力 合作 , 对 非 邱 性 振动 作 课 大 的 
人 研 宅 。 共 申 特别 共和 名 的 有 J C，IIomrprrdg， JT ,JlasraneEeH 息 . 琴 . 
AHIpOBOBy L. 9. AajikAdH 二 . A&A. Barr 等 大, 他 习 除 了 誉 用 Poinearé 的 二 
法 以 外 ,实际 上 还 运用 了 Jamayaoa 的 稳定 性 理 广 (1892 年 在 俄国 发 长 ，1907 
年 西欧 地 知道 ) 。 这 个 学 派 的 群 多 成 炉 的 -部 分 就 是 AHIpogoa- 素 ai 的 
“振动 埋 语 ”(1937 年 在 莫斯科 出版 , 1949 年 由 SS, Lefsehets 神 成 英 交 从} 。 
另 一 方面 ， A08， Poromo6oas 在 1930 年 发 表 了 许多 关于 拟 调 和 所 
动 的 短文 ，1934 年 和 1937 年 在 基辅 发 行 了 “ 非 线性 力学 ” 一 书 (1943 年 ， 
Lefsehetz 节 主 为 英文 出 版 ) 。 

* 1930 年 以 来 苏联 的 惊人 人 发展, 在 第 二 区 大 战 以 前 外 国都 不 知道 。 在 太 战 
时 期 中 ，N, Minorsky 在 自动 控制 章 题 中 指出 非 神 性 力学 是 有 用 的 , 同时 介 
稻 苏 联 的 进展 ， 内 版 了 “ 非 多 性 力学 引 论 ”一 书 。 以 此 为 起 点 , 美国 和 西欧 的 
非 线 性 振动 研究 也 开始 了 、 许 多 学 者 开始 关心 这 个 问题 。 在 数学 三面 进 
行 研究 的 , 以 和 Lefsehetz 为 普 , 有 M, LL. Cartwright, N, Levinson, 
KEK, O, Friedriehsy W. Wasow, J. J. Stoker, J. Haag, N., W. MeLachlan 
“等 人 。 四 

苏联 现在 仍然 保持 很 高 的 水 平 ， 开 . 下 . Mamkna， 卫 , HH. Bayrmg 等 发 表 
了 证 务 钉 党 成 果 ， 宇 这 方面 的 专著 也 很 多 ， 特别 是 B, B, Hexwoinenit, B. B. 
【rarrauEIOS 的 “微分 方程 定性 理论 ! 雹 (1947) 和 B. B., Byrawoe 的 人 可 动 ** 954) 
是 有 名 的 。 


下 面 依 壕 的 诺 读 , 将 天 数 分 为 几何 的 (或 拓扑 的 ) 将 法 和 解析 
的 诺 污 。 这 样 的 区 分 是 恒利 的 ， 大 体 上 前 者 适合 于 定性 的 研究 ,而 
后 考 草 显然 对 定量 的 研究 很 有 部 。 

关于 变量 { (或 者 芭 的 徽 分 方程 ， 如果 宪 不 明显 地 合 有 #, 叫 
司 是 自治 的 (autonomous); 并 显 合 有 的 耶 做 非 自 治 的 (non- 


从 ”I959 年 在 第 斯 科 出 版 的 “振动 理论 ” 补 上 丁 原 作者 之 -Barr 的 名 学 ， 并 
且 册 4H5PoHos 的 些 此 了 可 上 下 emresnua 人 必 了 补 卉 利和 修订 。 Leferhetz 的 英明 本 基 
按 1987 年 版 节 释 的。 -一 - 控 者 注 

委 ”有 汉 译 本 , 汪 染 怀 、 音 台 纺 老 , 科学 出 版 入 ;1956 1949， 一 一 校 者 计 
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antonomous) 。 本 书 中 了 代表 生 、 在 下 面 的 第 一 章 说 明 研 究 白 
治 系 入 » 
se, 人， 了 Qt o 
的 儿 何 方法 。 第 二 党 主要 是 关于 z 
中 01) 
的 茬 析 浪 法。 第 三 全 是 关于 非 自 党 柔 航 
r=Plw, y, DN,, y=Q{r, yy, 

的 几何 沁 灶 。 第 四 章 主 要 是 关于 

。 z 十 gif (vm, 2, (其 中 0<w<1) 
的 解析 方法 。 
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校 后 记 … 


日 孙 


租 消 了 邓 胡 的 几何 方 证 
相 斑 面 种 相 点 es ee 
平衡 点 a 
JryrroB 的 第 一 放流 i 


羡 轧 省 和 极限 环 ， 


van der Pol 方程 ， Rs ii 记得 ， Liénard 人 


沪 阻 尼 和 户 洪 振 刺 … 
不 过 籼 涵 幸 ，… 
8 天 


报 动 法 
二 约法 ， 


pd ee 


AL 
半期 系 教 艳 性 太 程 ， 


a es 


一 至 有 党 性 a 


接 动 法 - 
神 性 1 法。 


LE ET 
般 祖 囊 
一 航 的 近 惧 记 读 人 
一 般 的 近 慨 解法 Co 


第 1 童 ”自治 系统 的 几何 方法 


本 章 对 下 列 方 程 : 

z=P(g, YYy-QY, 的 (1) 
解 的 状况 作 几 何 学 的 研究 ,并 开 来 研究 (了) 式 所 大 示 的 物理 邓 吉 的 
运动 精 况 。 


$ 1 相 平 面 和 相 点 


珊 革 为 时 间 ， 有 上 式 可 以 解释 为 规定 在 wy 平面 上 的 一 点 
2 1) 部 相 点 的 运动 。 这 点 的 运动 轨迹 时 作 款 道 ,sy 至 面 称 为 相 
平面 。 
相 平 面 上 使 =0, y= 一 0 的 点 ,即使 
| Plgo, yo) 一 外 (oo Wo) —0 
的 点 (wo; ge) 电 作 (人 式 的 平衡 点 。 此 时 
tO =a YE) = l 
是 (二 的 解 。 平 衡 点 是 仅 由 一 点 组 成 的 轨道 ,可 是 以 后 所 谢 思 道 将 
不 包括 所 有 再 街 点 。 
设 物 理 柔 圾 的 运动 方程 汶 
z 总 一 了 (了 3 
已 可 以 写成 各 ) 的 形式 : 
T=y, Y=/ tr, 所 。 
这 个 爱 攻 的 状态 是 由 位 置 zx 和 速 庆 二 所 确定 ,所 以 采用 相 点 和 相 和 平面 的 杂 
法 - 当 j ae 由 一 时， 刚 * 一 4 满足 -7 大 ， 在 位 置 5 的 静 正 状态 对 虑 
于 
= 一作 
的 平衡 中 4383 站 ， 


Im EL [La 人 = = 


2 药 工 人 章 自治 柔 杭 的 几何 方法 


以下 除非 预先 特殊 声明 ，Piz; 办 ,Qiw, 9) 取 作 为 = 和 ?的 
实 解析 西数 ;: 印 卫 与 入 是 实 夯 数 ,日 在 任意 点 (ec, 信 的 邻近 能 展 成 
收 伍 的 尝 级 数 。 在 这 情况 下 ,对 于 任意 的 se,5，(T 式 总 有 了 唯一 的 解 
存在 , 当 # 一 如 时 ，2=ey yy 一 5.( 套 照 本 从 书 中 党 微分 力 程 > 第 388 
页 .) 其 中 平衡 点 假定 是 了 列 袜 的 ! 朗 在 平衡 点 充分 邻近 处 没有 其 他 
乎 衡 点 ) ,于 是 在 局 下面 的 有 限 范围 内 ,平衡 点 只 能 是 有 限 个 。 
蔗 通 过 平衡 点 (co, yo) 船 道 上 有 一 活动 相 点 (zy 区 (¥ {wm0， 
yo) ) , 它 实际 .上 需要 无 限 的 时 并 @ 才 能 到 达 稠 衡 点 。 这 是 因为 , 扎 
如 它 在 有 限时 间 侠 测 达 平衡 点 ， 基 在 解 (wo, yo) 以 外 还 有 人 和解， 此 
与 解 的 哗 一 性 了 矛盾 ( 识 一 名 时 一 和 一 Voy (14) 式 了 一 的 解 是 
TH) m0 YH) 0). : 
其 次 , 设 有 不 数 T, 对 于 任意 的 1 车 (四 式 的 解 满足 
wt = y+ 人 T) =y(t), 
出 项 解 称 为 周期 解 , 了 称 为 周期 。 平 衡 点 所 表示 的 解 
2 = YD -6 
也 是 周期 解 。 不 过 以 后 为 了 方便 , 所 良 周 期 解 将 专 指 平衡 点 所 立 
未 的 解 训 外 的 情况 。 不 通过 平衡 点 的 单一 财 曲 本 组 成 的 轨道 称 为 
蝴 束 道 。 在 相 在 击 上 周期 解 表示 为 朋 开 道 。 
在 导 的 解 里 , 相 平面 上 平衡 点 或 于 轨道 所 袁 示 的 隔 些 解 是 重 
要 的 ,因为 下 烈 定理 成 立 (证 略 )。 
说 相 笠 面 上 ( 式 的 解 当 上 > 二 o 人 或 全 一 c) 时 在 有 限 藻 周 内 这 邹 ， 朋 
各 有 下 列 情况 之 一 : 避 ) 解 自身 是 平 衙 点 或 珊 束 道 ; (fs 十 co (或 二 > 一 co) 
时 4 解 趋 近 于 平衡 点 或 天理 道 ; (中 当 fy 十 (或 所 一品 ) 时 , 解 天 限 接近 于 
”由 有 险 个 平衡 点 和 衣 限 个 加 道 所 租 成 的 图 形 ， 图 形 中 每 一 个 力道 当 志 > 十 
和 ft-~> 一 o 时 ,趋向 于 这 些 平 衡 点 之 一 。 
下 面 在 $2,$ 3 中 说 明 平衡 点 ,在 8&4 中 许 明 闭 喜 省 。 


.各 如 1 或 1 一 oo 一 校 省 注 
x 放 它 在 r= 时 到 法 (op， yo7 就 取 了 (和) 一 x29 3 人 0 二 各 沪 起 姑 过 人 忻 。- 一 接 


$2 和 扎 4 
强人 ) 式 的 右 动 是 的 半期 画 数 (周期 为 娘 ， 为 了 观察 地道 的 形状 ,可 以 
TT 二 Tp 下 = 十 上 
当 作 同一 直线 :并 在 正 圆柱 面 于 考 趾 ;这 种 方法 是 方便 的 ;如果 右 过 对 于 z 和 
y 都 是 阅 期 的 , 则 条 用 在 贺 环 面 考 虞 的 方法 是 方便 的 。 


82 平衡 点 


在 相 平 丽 上 (1) 式 平衡 点 (zo; yo) 附近 的 相 点 随 着 时 因 的 坪 
各， 可 能 是 从 平衡 上 离开 ， 也 可 能 不 是 这 种 情形 。 在 前 一 种 情 撒 
(xn go) 叫 作 不 稳定 的 平衡 点 ,在 后 者 有 叶 作 稳定 的 平衡 点 。 这 就 
是 说 , 如 果 对 于 尾 次 的 se>0, 能 够 适当 地 确定 8 一 5(e)>0, 使 得 
在 1= 刀 了 时 ,通过 以 (wo, i) 为 中 心 、8 为 牢 径 的 区 内 的 吉 的 ( 困 式 
的 解 (2( 人 Dy 的 ) ,在 拉 押 时 就 逗留 在 以 (zo, go) 为 中 心 、* 为 站 
径 的 疾 内 , 央 (]) 式 的 玫 衡 点 (x0, Yo) 是 稳定 的 。 木 是 稳定 的 平衡 
点 叶 作 不 稳定 的 。 


| 料 站 梧 点 蒜 点 


名 2.1 


”在 董 和 拘 点 分 近 轨道 的 形状 如 图 2.1 所 示 ， 一 艇 可 区 分 为 竺 点 
node) , 下 碟 focus) ,中心 上 (centre) 和 鞍点 (3addle) i 以 后 所 述 


第 工 章 ”自治 又 耕 的 儿 何 坊 福 


特 阁 情形 除 则 ) 。 中 心 点 是 稳定 的 ， 革 点 是 不 稳定 的 ; 而 精 点 和 人 叉 
把 其 可 能 是 稳定 的 , 也 可 能 是 不 称 定 的 。 规 当 了 上 增加 时 相 点 赵 于 
轨 讶 上 的 平衡 点 , 则 辕 点 或 焦点 是 稳定 的 , 由 平 衔 点 离开 划 是 处 移 
定 航 |。 

下 加 分别 膏 明 在乎 入 点 (Wp; %p) 处 ,分 


sO on), 9 (os 0), 

下 8 {2.1) 
ce do) dt rz Yo) 

FF oy 肚 络 村 交 


则 (全 式 变 力 下 列 形 式 : 。 。 
z=P(s, y) — P (wo, Ce ‘go 
y= WO— Ql yo) 一 6 人 一 go) 十 品位 一 名 站 二， 
其 中 识 a4 一 00, 著 无 此 假定 ,将 出 现 图 2.1 以 分 的 类 型 。 
此 处 取 
后 一 玫 一 20， T=y Hos 
并 取 (2.2) 右 边 的 一 -次 奈 , 考 虚 下 到 方程 : 
-=ETb， 0E 二 dn (2.9) 
这 里 在 届 . 引 ( 亦 朗 (了) 的 年 衡 点 (vo，y0) 邻近 解 的 形状 就 是 人 届 .3) 
的 平衡 点 (0,，0)》 邻近 解 的 形状 , 几乎 没有 变化 。 这 是 宽 据 (2.2) 右 
这 二 次 以 上 的 项 远 比 一 次 项 小 的 情况 而 设想 的 。 实 际 上 , (2.3) 的 
三 衡 点 二 0, 7 一 0 的 类 型 与 (1) 式 的 平衡 点 gz 一 ai g 一 加 的 类 型 
是 一 致 的 ,除去 例外 的 情况 { 证 略 ) 。 所 证 例 旬 ,是 指 当 =0, » 一 0 
是 中 心 咸 时 ， 届 一 ao 到 一 go 可 能 是 中 必 点 ,岂可 能 是 休 虚 。 
” (2.8) 是 容易 积分 的 。 由 (2.3) 消 去 7, 划 有 
EtpETgE=0, p-~(etd), yg=ad—bew0. 
所 而 求 短 P 十 2p 十 一 0 的 两 根 pi ps。 当 和 庙 天 ps 时， 
=Aaxplpd +B exptlpst), 
而 当 pi==ps 时 ， 、 


23 衡 上 5 


上 一 (4 二 + Bijexp(lpit) (4, 如 为 尾音 肖 数 )。 

随后 当 5350 时 ”由 妇 .3) 的 第 一 式 确 定 , 5 一 0 时 由 第 二 式 所 确 
讶 。 

于 是 ; 从 届 .1) 和 作 则 %= 一 必 十 拉 ,9g 一 ad 一 be 才 0， 根据 二 次 
万 程 十 pp 十 9=0 要 的 性 质 , 可 将 (人防 式 的 再 衡 氮 分 类 如 下 |; 

p>0, 如 关 49>0( 斋 根 均 为 负 ) ~ 稳定 的 精 点 (1) 。 

六 人 0 49>P 实 部 为 催 的 复数 ; 一 稳定 的 企 点 (2) 。 

一 人， 9 六 中 草 万 数 ) 一 中 心 点 (33) 或 起 点 (2) (和)，。 

P< 器, 49 7( 实 部 为 正 的 复数 ) 一 不 稳定 的 焦点 (4)。 

D0 49>0( 丙 根 均 为 正 ) -> 不 秽 定 的 娃 点 (5)。 

< 人 (两 根 屏 号 ] 一 鞍点 4 。 ， 
峡 2.2 就 表示 这 些 基 系 。 如 前 所 则 ,9=0 的 情况 其 开始 衣 彼 除 
去 了 。 

(了 D 式 在 一 般 挡 况 CP， 日 是 解析 醒 
次 ;平衡 点 是 孤本 的 } 中 出现 的 乎 交点 ， 
除 上 壕 党 点 ,中 心 点 ,新 点 和 鞍点 以 针 ， 
还 有 下 列 的 类 型 。 邵 将 平衡 点 的 邻近 ， 
分 成 为 有 限 个 以 平衡 点 为 中 心 的 骆 形 
部 分 4 刚 分 别 骨 现 摘 物 型 (对 应 于 一 区 
和 近似 中 的 畏 点 , 可 以 年 稳定 的 或 不 稳定 
的 )， 双 曲 型 (对 应 于 一 欢 近 似 中 的 拘 

六 2.3 局 1 不 稳定 的 )， 以 及 棋 痪 前 (一 攻 近 世 

中 不 出 现 ，…- 般 为 不 稳定 ) 等 类 型 ( 雪 因 图 3.3) 。 


第 1 章 自 褒 双 耕 的 几 柯 方法 ，、 


在 运 涡 方程 汶 一 了 5 日 寺 人 情形 中 天 让 一 昨 二 二 4 企 平 狐 钱 

(9 仿 处 (Pa 0) = 中 有 
p=—fite DD, 《一 一 产 t 人) ， 

因此 ,车 疡 > 0, 利得 鞍点 (不 稳定 ) ;车 产 <0, 则 在 产 >0 的 情况 中 平衡 点 为 
不 稳定 ,在 记 <09 的 情况 中 为 稳定 。 若 了 .<0 而 有 是 (fs)?> 一 生 ， 册 得 戎 点 ; 
落 (fs)3 < 一 和 1, 则 得 焦点 。 趋 近 (或 敲 开 ) 焦 点 平衡 点 时 ， 2 的 动作 是 振动 
性 的 ,起 近 (或 远 府 ) 竺 点 平衡 点 时 ;之 的 动作 是 非 振动 性 的 。 

纪 ) 趟 的 更 简单 的 方程 是 : = 请 (#) ,这 里 平衡 点 是 使 了 (9) =0 的 点 
4 一下， 沙 Po 二 0 加 在 & 点 邻近 的 相 点 随 #3 十 w 而 赵 近 于 wx 稳定 ) 。 落 
P(g) >>0; 剧 从 a 点 诊 开 (不 稳定 ) 。-- 般 襄 来 ; 当 #= 十 om 时 ， zx 或 者 趋 近 一 - 
个 于 和 守 点 ;或 营 十 


这 里 还 应 注意 ,所 衣 不 稳定 的 汪 衡 点 ,对 应 于 物理 上 不 能 实现 
的 丕 策 状 态 。 在 一 般 物 理 现象 中 , 由 于 系统 中 远 常 有 微小 的 干扰 
作用 ,所 己 我 人 及 系 统 不 可 能 停留 在 不 稳定 前 平衡 状态 。 

例如 图 3.4 所 示 , 考 韦 两 滞 串 激 式 次 流 尾 电机 (D1， Ds 的 并 联运 转 ， 
其 共同 负荷 为 RR， 为 了 简单 起 见 , 裔 其 癌 发 电机 具有 同 - 竺 性: 如 = 了 0) ( 攻 
2.5, 其 中 了 是 奇 画 数 ) 。 由 了 Kirehbog 法 则 (以 后 简写 为 Kb 法 剧 )， 


Fi +r 十 民 人 i 十 ia) = F(t) 


E=Ftr) 
. 


| 羡 . 半 BH 人 .5 
这 时 的 玲 寅 点 是 (i ia) 平面 上 两 根 曲 衬 : 
rt Et = ro Ri 十 43 = in) 
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的 挛 点 。 这 两 根 昌 纯 可 能 如 图 2.6 所 未 各 。 从 而 平衡 点 可 能 如 图 3.7 所 示 ， 
共有 一 个 , 三 个 、 天 个 或 九 个 。 很 如 ?> 六 人 原 太 为 稳定 的 。 假如 7 7 史 ) 
原 感 为 不 稳定 的 。 届 当 疗 (0) 一 2 有 < 去 六 (的 时 ?为 蒜 点 (不 稳定 ) 了 二 三 (1 
一 28B 时 为 不 稳定 的 精 点 (图 3.7) 。 省 种 情 沈 的 相 平 面 的 大 体 模样 如 国 2.8 
所 示 便 。 入 得 注意 的 是, 直 简 证 人 =0 上 约 平 衡 点 〈 原 点 除外 ) 全 部 是 稳定 
的 。 这 种 平 衔 点 对 诺 的 决 可 就 是 供 粮 负荷 的 电流 裤 十 和 =0 音 思 是 由 一 个 发 
电机 所 产生 的 电流 全 为 另 一 发 电机 消耗 控 。 第 二 个 发 电机 实际 上 起 了 电动 


了 2 


i 


站 当天 7(0) <r 计时 ， 这 两 根 师 宁 入 了 吉 图 2.6 申 左上 、 太 下 所 孙 。 当 名) 
+ 十 石 时 ,这 两 祖 曲 裤 分 表 如 希 3.6 中 右上 在 二 所 示 。 棱 者 注 

全 ”图 2.7 和 图 2.8 中 四 种 情形 务 肌 为 : 嫩 于 ，Y> 产 人 0) 一 个 平衡 点 ; 在 下 ， 
下 一 只是 之 7 了) 三 个 平衡 点 ? 有 工大 (0 一 328 征 ?< 了 (0) 于 个 平 得点 ; 
在 下 :7 六 0 一 2 下 妥 了) 九 个 于 换 所 ? 这里 GD 月 tf&; 外 是 平 竹 点 。- 一 -- 
楼 省 注 


由 


这 呈 可 8T7HOH 的 第 二 塘 法 9 


机 的 你 用 ， 这样 的 柔 业 对 外 部 不 能 供 奏 电流 。 可 是 如 图 2.9 那样 交叉 联接 ， 
有 能 酉 行 十 二 = 二 0 上 的 平衡 点 和 不 稳定 。 


$3 hanynos 的 第 二 方法 


强大 定 平衡 成 的 稳定 性 ，A, M. .TryHOR 的 第 二 并 活 往 和 柱 是 
有 效 的 。 


例如 ， 
虽 一 划一 六 1 十 汐 ) ， 疙 一 一步 一 下 (3 十 二 ) (3.,1) 

术 有 一 个 平衡 扣 =3=0， 这 柔 芍 的 一 玖 近似 式 的 平 郊 点 ， 由 2 和 判定 为 中 
3 的 平 入 点 是 中 心虚 或 焦点 。 

舍 特 Ftwy 外 二 碟 十 妨 作 为 JILaryHnB 的 时 数 下 人 入; 网 下 一 和 人 是 
非 偶 的 邦和 柳 ) 是 根 平 面 上 上 一族 以 麻 点 (平和 茵 点 ) 为 中 心 的 同心 圆 ，0 的 大 小 就 
是 个 径 的 平 志 ,0 =0 必 原点 重合 。 

然而 (3.1) 可 和 解 壬 为 相 平 面 上 一 个 速度 向 量 声 ( 它 在 点 (x%; 扫 处 + 淮 辣 
的 牙 量 为 第 一 式 的 右边 ， 在 # 方向 的 分 量 为 第 二 式 的 右边 )。 如 松 人 .1) 的 
5 攻 代 大 下 一 204 于 2 和 ， 共 倡 为 背 = -2003 二)2 丛 除了 在 原点 外 , 产 常 
将 氏 、 所 以 在 任何 一 点 (原点 除尘} ， 束 麻 向 量 指 向 通过 证 点 的 加 下 一 C 的 内 
例 有 原点 且 一 全 , 即 (1 的 租 点 总 是 由 针 问 内 地 稚 逢 薄 同 心 园 。 这 址 示 
平衡 点 是 稳定 的 焦点 。 在 这 个 僻 子 中 , 是 取 轩 作为 下 =C 来 孝感 的 若 考 嵌 
桶 思 , 凿 果 了 -一样 关 。 


稳 ” 原 书 落 为 了 一 一 3002 十 加) ， 楼 者 注 
和 合作 者 可 能 是 捐 在 其 地 堪 仿 中 ,也 可 陈 椭 间作 为 一 人 ， 汉 了 予 对 (3.1), 用 椭 殴 
帮 为 下 = 一 C 就 无 法 刊 中 平衡 点 的 称 定 人 性。 一 楼 者 注 


“一 ”人 


10 证 1 帝 自治 哮 靳 的 几 坷 方法 
， 念 尾 证 对 (2.8) 的 平衡 点 去 =9<0 有 
攻 一 一 人 十 国人 日 ， 9=ad— be>0, 
村 是 队 于 二 所 是 称 定 的 精辟 或 稳定 的 焦点 。 和 在 此 考虑 研 数 亚 


VF£, = :5 CaF? +2BEn + yo 


并 在 让 -VE 十 FP 轨 中 以 (3， 8) 已 天， 着 进一步 全 所 等 于 一 你 
士 史 )， 划 得 

ax 一 一 [(ee 一 586) 十 (es ]74， B= (ton :40, 

?一 一 [eg 一 pb + a+] Ad, d= ato (od — be} < 
根据 假设 可 知 a>>0, y>0, 故 Br 一 ay<0. 因而 V 作 ,四 ~0(C 
为 非 鱼 的 参数 ) 表现 为 一 族 以 原点 ! 玫 衡 点 ) 海中 心 的 椭 轩 ,0 的 
大 小 关系 着 帆 图 的 大 小 , C=0 与 原点 重合 。 由 于 广 二 一 (如 + 
-<0，(2.3) 的 速度 向 量 对 于 烽 圆 族 来 航 总 是 指向 内 侧 。 

现在 在 怡 . 呈 的 右 壕 境 如 新 项 ,考虑 系 称 

上 一 琵 十 8 =et+an+re. (3 .2 
在 这 情商 中 ， 

六 一 一 (十 他 + Bre + yren) 

= yr — (Br ol)1. 
荐 Y*r 4 人 一 Br)， 出 产 的 值 常 汐 全 的 ， 印 当 站 < 二 ra 时 ， 
.2 的 平和 痪 点 (原点 ) 保持 稳定 性 ， 其 中 

?1=23(— BB— V+yD y?<0, 

“a=—2(—B+v By, yD, 

现在 . 芳 碟 用 一 个 连 搂 画 数 了 (全 (FM) =0) 来 代 禁 rnt， 且 当 
>0 时 < 人) fast 十 二 日 时 了) 一 7 则 

< 一 ce 下 5 ntdnt+f ee) z (3.3) 
生平 衔 所 (原点 ) 出 还 是 机 定 的 。 其 原因 如 下 :如 图 3.1 所 示 , 对 性 


塌 ” 麻 书 中 证 为 有 一 (na 十 be) yd ， 一 核 着 福 


4 于 就 避 和 极限 环 ， 3 
意 的 5 一个 挑选 六 ， PT 
f(D) 一 YE ， 所 以 在 点 (和 ,mh) et 
处 (3.3) 式 束 上 度 向 量 的 5- 和 分量 fh 
是 a 十 bm 而 9 分 量 是 cE > 
二 oo 十 ea 因此 ， 息 指向 通过 | 
苞 点 的 椭 图 内 俩 。 在 这 种 方法 ~ 
中 ,值得 注意 的 是 ,一 般 襄 来 , (1) ne 
式 的 右边 不 必 假 定 其 有 和 解析 性 。 


"后 
Gs 
bs 

弟 


$4 即 坝 弄 和 极限 环 


利平 衡 点 一 样 ,也 可 考虑 对 于 了 关 巾 道 如 的 稳定 性 与 不 稳定 性 。 
如 果 通 过 讽 牙 些 近 C 的 点 的 (1) 式 的 四 省 在 相 李 面 上 于 0 的 邻近 
处 逗留 , 这 一 锚地 道 C 听 作 稳定 的 。 所 谓 闭 轨道 C 稳定 ， 是 指 达 
样 的 情况 :对 任意 se>0, 能 适当 选择 6=6(s) > 人 0 使 得 酒 # 一 如 肘 
通过 :在 妃 的 3 距离 六 内 ”的 点 的 (1) 式 的 解 , 在 绽 如 时 去 留 在 
2 的 = 距离 以 内 。 不 满足 稳定 条 件 的 于 地 道中 不 稳定 的 。 参 看 图 
4.1@@。 包 稳定 的 (不 稳定 的 ) 半 山道 表示 的 周期 解 幅 作 稳 定 ! 不 稳 


< >» C2 
种 定 稳定 .1 

C 7) < Yd 

~ ee 
不 黎 定 不 稳定 


图 .1 


中” 图 中 右 下 情形 也 叫做 基 * 半 稳定 ”的 。--- - 边 省 注 
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定 ) 或 是 靳 道 稳 定 (orbitally stable) (所 道 不 称许 ) 的 周期 解 。 
御 别 稳定 性 所 用 的 条 件 有 下 列 定 理 (Poincar6 刊 别 条 件 ) 。 
“ 医 卫 为 周期 解 (eo 0 ，s 的 ) 的 周期 ,区 当 


| [二 (or) 3 ott ) 十 全 (do (i) , vot} } Jat (4.1) 


为 负 时 , 周期 解 是 稳定 的 , 为 正 时 划 为 不 稳定 , 为 雾 时 如 不 能 确定 
稳定 或 不 稳定 ”( 证 略 ) 。 

簿 立 的 于 坝 道 附近 没有 其 他 阿 载 遵 ) 叶 作 极限 环 dimit 
cycle) 。 应 注意 到 稳定 的 人 极限 环 对 应 于 物理 上 的 周期 拔 动 情况 ， 
而 不 稳定 的 极限 环 罩 对 应 于 申 理 上 不 能 实现 的 周期 振动 ， 稳 定 极 
限 环 对 应 的 周期 振动 常常 虹 作 自 激 振 动 . - 

并轨 道 是 省 存在 ;了 屯 轨道 的 个 数 以 及 位 因 和 如何 ,这 些 是 重要 的 
问题 ,可 是 解 这 些 间 题 一 般 说 来 是 困难 的 ,需要 按照 各 种 情 疯 选取 
特殊 的 方法 。 以 下 对 解 这 些 问题 介绍 三 个 比较 一 般 的 方法 。 

(1) 稳定 著 帆 道 存 在 的 一 个 充分 
条 件 ， 发 革 一 个 环 状 区 域 召 的 动 界 为 
解 ( 雪 遵 ) 自 外 疝 内 地 截 寡 ， 且 及 内 无 
在 衡 点 , 央 在 号 的 内 部 至 少 存在 一 条 
稳定 的 阴 贰 道 。 参见 图 4.2。 由 $1 的 

图 4.2 定理 这 一 精 果 是 很 明显 的 。. 

(2) .天 雪 省 不 存在 的 一 个 充分 条 件 一 - Bendixson 定理 。 
在 能 使 已 ,十 @ 具有 确定 正 负 号 的 区 城内 ， (DD 式 的 天 轨道 不 存在 
《假如 存在 开罗 省 OO, 天 * 


0 -| (Pdy— Qdx) — | | ce， 十 昌 Gecgy 


-一 一 此 处 卫 为 妃 的 内 部 区 域 一 一 此 与 假定 矛盾 ) 。 


种 “稳定 的 一 说 柔 校 者 所 加 。 


校 者 注 


"TT ee— 


和 和 妆 勒 道 和 极限 球 ]3 
例如 58 的 (3.1) ，(3.3) 洛 有 局 期 解 。 对 于 方程 六 fo, 办, 车 ;有 确 
定 的 正 负 号 ,多 周期 解 不 存在 。 

(8) Poinearé 指数 ”对 应 于 相 焉 而 上 每 一 点 省 有 向 量 
FCM) ,其 4 分 量 和 分 量 各 为 Pw 引 和 多 豚 , 若 点 型 不 是 
1 式 的 平衡 点 ,多 六 (于 ) 关 0。 谣 口 是 一 根 分 息 光 衫 的 简单 队 曲 
线 , O 上 没有 人) 式 的 平衡 点 。 当 点 可 从 CO 上 一 点 下 出 变 , 沿 着 
0 依 正 向 (0 的 内 部 在 方向 的 左 便 ) 炎 过 一 周 时 , 某 一 固定 方向 与 
PFC 所 成 之 夹 和 朋 8 的 变化 只 能 是 3 的 整数 悦 2mxz。 这 个 整数 
mm 周 0O 的 指数 ,以 了 (0O) 大 之 。 很 明显 , 了 (0) 与 选取 弄 s 及 固定 
方向 的 方法 无 关 。 指 数 的 彭 示 式 为 z 
积分 沿 0 的 正 向 一 周 。 

TIO) 的 主要 和 性质 如下: 

(a) 洪 在 0 的 内 部 没有 人 式 的 平衡 点 ， 即 工 (CO) =0{ 洪 将 0 
的 办 部 分 解 成 非常 小 的 网 服 ， 由 于 无 平衡 点 所 以 环 入 每 一 网 眼 时 
各 基 F 的 变化 非常 小 ,从 而 指数 为 零 。 工 (O) 为 这 些 指数 的 和 , 故 
还 是 需 ) 。 : 

(bj 如果 0 连 各 变 形 为 简单 阴 曲 宰 01, 旦 变形 时 不 横 穿 过 
下 衔 点 , 蜀 工 CD) 一 TO 《由 全) 这 是 很 昭 显 的 )。 

(e) 潜 0 是 于 轨道 , 旭 工 (0) = 十 (证 明 从 略 , 由 定义 直观 是 
很 及 显 的 ) 。 

坟 上 对 于 不 通过 隆 衡 点 的 简单 阴 曲 线 定 多 了 指数 ， 其 实 对 于 
一 点 和 也 可 以 老 不 指数 。 环 焰 4 (是 和 平 黎 点 ,也 可 以 不 是 平衡 点 ) 
画 一 光滑 的 简单 并 曲 宰 OO, 在 C 的 办 部 不 含 4 以 外 的 于 衡 点 。 此 
时 工 (G 是 点 半 的 指数 ,以 放 才 让 之 。 由 上 述 人 b) 可知 , (小 与 弄 
是 上 壕 笨 件 的 0 的 取 车 无 关 。i4) 具有 下 列 性 质 : 


14 委 1 八 自治 又 大 的 几何 方 福 

(a) 车 点 4 不 为 玉生 点, 央 i4) 一 0 (由 (a)). 

(e) 证 简单 天 曲 粮 0 _ 上 无 平衡 点 ， 而 它 的 内 部 有 平衡 点 4， 
4 4 划 了 (0) 一 训 和 40) (由 (b)). 


其 次 ,对 于 在 $2 中 已 介绍 过 的 各 种 平衡 虚 人 (9 人， 有 : 

(人 精 点 、 息 点 ,中 心 点 的 指数 均 为 +1, 蒂 点 的 指数 为 一 1( 证 
明 省 赂 ,可 是 如 果 在 图 2.1 中 有 和 淆 点 周转 画 适 当 的 阴 曲 税 , 很 容易 
根据 定 尽 和 弄 清 楚 )。 

此 处 所 浊 对 指数 的 乡 释 ， 对 考察 闭 轨 道 与 平衡 点 之 间 的 位 置 
美 系 是 有 效 的 。 例 各: 

QD 阴山 道内 部 至 少 有 一 平衡 点 ; 

忆 没有 平衡 点 就 旋 有 关 丽 遵 ? 

时 平衡 点 昌 有 一 个 上 其 指数 不 为 十 1, 刷 无 阴 坦 道 ; 

由 包含 在 开 孝 道内 邵 的 平衡 点 的 指数 之 和 为 十 1 

以上 这些 由 指数 的 性 质 直 接 导 出 。 


$5 van der Pol 方程 , Bayleigh 方程 ， 
Lianard 方程 


圭 虑 以 van der Pol 方程 ，Rayleigh 方程 和 Liéenard 方程 作 


为 具有 稳定 周期 解 方程 的 例子 。 
若 将 Rayleigh 方程 
出 十 1 一 了 十 ZJ2 十 省 王 站 (ux>0 (565.1) 


存 微分 一 次 ,并 将 改写 为 - 生 ”， 旭 精 果 为 

van der Dol 方程 ~ 

4 十 人 [一 十 02)3 十 2 一 0 (ux>0) (5. 2 
这 则 时 可 写成 


从 原 书 为 "将 5 屠 袁 姑 x*”， 一 一 棱 老 注 


， Yan der Pol 方程 ，Raylieigh 方 祝 ，LiGnazd 万 释 1 
zr—y, Y=M(1—%) yw, (5.8) 
pl1— -2 一、 (B. 4, 


(6. 的 玫 衡 点 只 是 原点 ， 尼 在 14 宇 2 时 是 不 稳定 的 精 点 , <2 
时 是 不 稳定 的 售 点 。 由 于 全.3) 对 变换 (z, 办 一 (一 +， 一 中 保持 
不 变 , 所 以 刁 .3) 的 坎 道 形状 @@ 对 原点 是 对 称 的 。 力道 与 了 轴 ( 振 
扣除 让) 玲 过 相交 。 屯 道 上 和 斜 夷 交 C 的 虑 的 丈 杰 一 一 等 舌 炉 
是 


(igooline) 
只 一 和 [人 一 和) 一 全 一 
特别 在 曲线 
y= Tal} 
上 特首 具有 水 举 切 焰 。 把 让 曲 米 在 x5 二 一 与 一 <3 二 十 工 钼 的 
部 分 分 别 取 作 4 , 8 ( 套 岂 图 3.1).， 令 考 处 通过 曲 绕 4 .上 一 点 了 了 


的 扫 道 ， 这 一 未 道 在 ss0 时 不 能 出 现在 方程 % 一 bh 一 地 通过 P 


-sl J 
J Se mm pn EF 


A 
; A} 
洒 [| 
4 : A | FR 
"él, tA Fit} + to 


b 
FE 
| 
中 
] 
和 
和 


日 


rr 


图 ,1 
校 者 注 


四 拍 所 有 朱 间 的 驴 布 情况 ,而 不 是 指 个 肛 的 靳 道 。 
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点 的 积分 曲 攀 便 的 上 面 ,所 以 它 在 苦 一 是 点 与 # 轴 祖 交 。 其 次 , 通 
过 点 久 的 忻 道 在 ss=0 时 不 能 出 现在 多 = 下 过 一 交 ) 通过 由 点 的 积 


分 曲线 的 上 面 , 即 不 能 出 现在 %y=%+p{s 一 全 ) Go 是 @ 点 的 3 


坐标 ) 的 上 面 , 所 以 必 与 mp 轴 上 上 一 点 Ra, 0) 相交 。 另 一 方面 通 
过 点 (一 上 站 人 寻 汪 从 的 轨道 y 宇 从 与 正 的 2 翰 祖 变 于 (有 (站 ， 
FO0) =0 由 六 ( 引 在 E>0 时 单调 增 大 ,各 炉 有 界 (P(E) 二 4) ,而 
有 Fr'(0) ~1( 由 检验 dy/dr 一 一 g/g 的 解 可 知 ) 。 这 样 , 深 少 有 一 
个 名 存在 , 使 五 (0 一 如， 这 条 通过 (一 上 如, 0) 的 是 道 是 开 鸭 道 。 
实际 上 , 只 存在 一 个 稳定 的 极限 环 。 仿 后 在 Liénard 方程 的 特殊 
情形 中 也 显示 出 这 一 点 。 

当 贞 安 1 时, 这 个 稳 限 环 接 近 于 以 原点 为 中 心 .第 径 疙 2 的 因 
周 (在 第 2 章 襄 明 ) ; 当 疡 增 大 时 , 其 图形 蹊 着 被 托 和 天 ; 1 六 时 , 它 . 
是 纵向 外 轴 的 方向 ) 扶 长 的 图 形 。 研 究 4 汐 的 情形 时 ,可 以 引入 


”新 变量 *= -yt+m( 于) ,于 是 


6 一 一 2 十 (we 一 本 )， z 一 邓 。 
在 此 若 重 新 取 、 : 
2 一 FT， 13 一， 人 = 
(对 天 徽 分 大 “表示 ) 划  ， 
F'n en mB (Qegl), (B.A 
或 渚 
8 十 【一刀 十 如 /3 二 二 一 0 (Oegl1),” (5.6) 
对 于 8 一 0, (5. 办 是 : 


复方 程 Yk 一 地 相当 于 炎 性 系 梳 二 一 屿 十 2 一 0， 它 的 这 根 积分 曲 纹 一 定 和 3? 
正 轴 相 亚 。 一 - - 校 者 注 

加 ”这 一 各 原 书 为 “可 盟 X= 代 大 ?有 了 根 。 这 里 采用 的 挛 换 称 为 Liénard 族 
换 。 一 一 释 者 注 


5 Yan der Pol 方程 ，Ray1leigh 方程 ,Li6enard 当 程 T7 


0 一 一 (8.7) 

车 在 民 , 四 和 下面 上 将 5.7) 的 第 二 式 所 表示 的 曲 钱 到 作 二 , 莉 

通过 和 远离 二 的 点 的 (65. 名 的 加 遵 盖 不 多 是 垂直 的 。 如 图 5.2, 从 

点 瑟 出 爱 的 相 点 搂 图 中 实 疼 运 动 。 实 际 上 , 已 . 吕 的 并 融 道 汉 

e-> 十 Du 十 cc) 有 时 楼 近 于 图 5.3 所 示 的 玫 曲 缆 只 《由 二 的 一 部 
牙 与 八代 所 和 组 成) 。 这 里 BR( 一 2/3, 2),D(2/3, 1)，, 


图 B.2 : 图 8.3 


在 上 凡 平面 上 作 一 个 对 称 于 原点 的 环 状 区 域 2 其 土生 部 如 图 占 .4 所 
” 未。 下 鳃 ws = 一 上 一 中 /3 与 二 一 吏 /3 的 挛 点 为 吾 , 其 纵 举 标 取 作 4. 交 
缠 V 下 一 上 十 273 与 上 =; 一 93W3 的 交点 取 作 为 对 也 ; 0) 。， 曲 娘 LQWT 是 
尽 瑟 (0 人 0 为 中 心 ; 以 囊 间 (=c) 和 了 HL 省 为 生长 轴 与 竺 短 轴 的 椭圆 钓 四 
分 之 一 。 则 六 BKEJ 是 将 曲线 BRHPSN 上 如 华 标 为 3 的 点 都 向 右 移动 
Ya (一 1 节 而 作出 的 曲 写 。 点 于 在 纵 畏 的 诺 合 ， 如 果 工 在 的 于 恰 一 s 1 
> 上 LP 的 镜 府 一 v3 /(2/3) 必 2.6, 即 当 4> 交 2.6 时 ,我 们 来 洪江 这 种 稍 况 。 


首 沈 ， A 一 NJ 一 v8 9、 在 禄 朗 4 ,NS 上 {5.5) 的 速度 向 量 塌 指向 


日 的 两 庆生 '>0)， 计 曲线 并 PS 也 是 一 - 样 性 ' 交 0,9' 一 0) 。 基 次 在 曲 粮 BE 


t=7— n/t Vv ston <n<a) 
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图 台 .44 


于 任 一 点 (ty 及 处 , 切 太 科 素 的 倒数 = (di/40)*==] 一切 一 VE 9/ 而 二 家 
人 一 多 RR Vv ENV Bo < NN en 
-9a13) 一 悦 一 睐 /7G 一 在 点 上 候 处 向 量 笠 率 的 姜 数 。 从 而 在 这 曲 缠 二 向量 
是 指向 内 便 的 。 在 曲线 KJ 上 :， 
t=2/3+v {og (0<1<1), 
由 本 - 、 
(GE * = — NV EDV 时 一 几 
一 一 659/ (FE—2/3) 一 一 s9A[E ~ (9 一 9a/ 芍 ] 
一 8 人 [ (nH =at/dn, 
所 以 和 关 量 也 是 内 向 的 。 在 曲 净 TH 上 ， 
(E— bb 十 2/3) 汪 十 1 一 工人 一 < -<E 0 其 中 入 Ee 
= 五 十 273) ， 
【本 和 /可 人 一 双生 一目 ) > en tn— sd 一 二 CEA 
所 以 夫 量 也 是 内 向 的 。 精 果 在 昌 的 边界 上 司 .5 的 向 量 塌 多 部 指向 上 的 内 


， 便 。 由 于 8 内 洛 有 平衡 点 ,所 以 由 4, (1) ,在 9 内 存在 天 国道 。 由 于 9>0 科 


去 0 站 二 时 二 所 以 明理 道 把 原点 男 住 。 因 此 , 当 6 > 十 时 (> 十 <》 
搁 近 于 亲 曲 硬 吕 。 对 于 到 一 9 的 振幅 rol1z| 的 最 大 值 )， 由 了 图 “<zo<4 最 


利用 ai deT Pol 方程 ，Ravleigh 方程 ，Lié&narg 方程 9 


然 戌 六 ;这 里 4 是 
， 83—3{1+v €)s—2=0 
的 最 大 正 根 ;+ 是 
B83— (1 £)8—2=0 
的 最 大 正 根 。 , 


舍 若 取 (5. 辐 的 并轨 省 为 C, 其 周期 为 
Te 一， 
当 e 充分 小 时 ，P 可 用 也 代替 ,如 果 这 种 情形 中 周期 是 多 ， 轩 
Tle) 和 一 | a, 
由 于 在 厂 的 得 直 部 分 疏 一 0, 所 以 
7-2| ,771d 3210g9, 
车 加 济 时 风 变 量 t， 则 
: T=2 (5—10og2). 
和 将 5. 站 积分 ;得 % 则 的 带 状 如 图 5.5, 在 如 < 二 本 
时 ,是 ~ 


. 村 5.5 


国 
一 一 一 TT he ee TE pp 
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1 
号 log t=2— log 4 i (tn), 


Tr _ 
4 如 十 友人 ft 加 十 半 有 时, 区 (办 二 一 砂 (: 2 ). 


若 作 稍微 更 说 移 的 研究 ,可 以 知道 悟 .全 的 周期 解 当 w> 二 < 时 ， 
本 一切 由 ( 皇 ~log2)}+7.014 Hl orn-13), 


ro 二 二 .77 ott 
为 一 方面 ;以 第 ?从 557 可 知道 ; 当 # 一 十 0 时 ， 
=~27+ Om w= 人 Of , 
因而 尽管 5.2) 周期 解 的 周期 随 5 增长 而 增 共 ,可 是 振 柱 (x0) 对 于 0 < 
二 十 ce 过 大 体 上 一 定 * 其 号 化 在 1 各 以 下 (2<=xw0<23.02)， 
对 于 人 在意 下 的 巩 伍 . 急 周 期 解 的 周期 为 了 刚 


将 全. 为 对 二 ;由 等 积分 ,得 下 列 关系 ; 
贡生 
在 于 天 的 情况 下 ，(5: 轨 周期 解 的 波形 时 作 张 驰 振动 (relaxa 
tion oscil]lation) 。 
更 芷 着 谍 Liénard 三 种 
z+f (oa+g (ty) =0, 6.8) 
其 中 
1 Fw) 一 天 一 2 FO <0., 
2° g(—o) =——g(o), z+0 时 wto) >0. 
又 取 FP(w) =| f(a) de 
3° Ose Fr) <0, Fo) =0, a<w 了 时 , F (8) ~>0, 
4° 02 十 co 肘 ， (ww) -> 十 oo， ' 
例如 ，Yan der Pol 方程 就 是 这 种 形式 。 


一 -一 一 一 一 TT 


45 van der Pol 方 积 。Rayleigh 方程 , Jiienazd 方 邦 21 
在 以 上 棚 定 下 ,上 .8 二 有 具有 陵 一 -周期 解 。 性 合 的 解 【 圭 0 妆 
上 > 十 ce 时 都 收 笋 于 周期 解 。 东 岂可 及 表示 为 方程 
wy— Fly), y=—g(%) (5.9) 
具有 了 哄 一 稳定 的 极限 环 。 由 于 (6.9) 对 变换 (iw, 让 一 (一 2 一 矶 不 
变 , 所 以 软 粒 关 于 原点 对 称 便 ， 原 点 是 不 稳定 的 斑 衡 点 。 圈 道 在 
y 二 上 具有 平行 于 必 岳 的 切线 ， 在 y= 了 (wm) 上 县 有 平行 于 Yy 加 | 的 
切线 。 其 次 :他 
NG 人 =o12+G (Go -| yah， 
洪 虚 一 根 和 ¥ 一 下 (2) 在 点 Bla; 廊 (o) {a 半 人 路 姓 相 实 的 轨道 ,在 这 
村 道上 ( 汪 0) 确定 内 下 兽 米 积 好 (大 其 图 5.6) : 


OE WC AE 


图 5, 好 


移 ” 指 孝道 的 号 布 情况 对 原点 对 称 ; 而 不 是 指 单一 教导 对 原 上 对 称 。- 一 术 者 六 
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由 于 入 吕 , 骨 二 号 /3， 所 以 条 件 04 = O00 和 pta) =0 是 等 价 的 。 
由 于 向 道 关 于 原点 的 对 称 性 全， 所 以 可 把 存在 着 唯一 的 极限 环 表 
示威 g(a) =0 具有 唯一 的 根 。 在 =# 时 gD 半 0 (国耻 <0,， 
oy 一 0)。 其 次 取 a 宕 a, 由 图 5.6， 


p (ar -| ar) + C 
这 里 右边 第 一 项 和 第 三 项 为 正 , 第 二 硕 为 负 。 由 于 


所 以 若 a 增 加 , 则 | ，d% 碱 少 ( 对 于 固定 的 sy(w) 随 4 增加 )。 同 
样 | 及 也 破 少 。 从 图 5.6 由 于 


| 


a | a<| Qh, 
加， 甩 杞 


所 以 | 扩 也 不 少 。 赫 果 可 知 a>4 时 ，p(a) 是 疲 画 数 。 其 次 ， 
a 十 oo 时 ,9 (0) 一 一 coo。 取 忆 使 0<b<a, 作 直 经 o-5， 它 与 雪 
道 4 的 交点 取 作为 (5,7) , 肌 


> 一 | -J Fm dy (OrD. 


开外 ac- 十 co 时 和 > 十 ce， 可 是 | aa 序 ptoy 一 一 ce。 出 


以 上 上 可知 ,满足 ow) 一 0 的 om 唯一 地 存在 。 通 过 点 (ao 了 (00)) 
的 轨道 是 唯一 的 极限 环 。 胜 因 : 
站 < ma) oh, 
go 下 fo < 人 -pa 
所 以 很 明显 ,这 个 航 限 环 是 稳定 的 。 


四 ”并 轨 遵 对 原点 是 对 称 的 。--- 雯 者 江 
各 ” 坟 中 等 号 在 原 书 中 蜀 “> ”一 一 校 省 诗 


$8 夏 阻 正和 自 黎 手动 2 


$6 全 阻尼 和 自 滞 振动 


Liénard 方程 的 一 个 特殊 情形 是 
£4+F (0 Ew 0, (6.1) 
或 
十 六 (大 十 we 一 0 (6.2) 
(如 将 后 者 微分 1 次， 并 将 改写 为 z, 就 得 前 者 ， 其 中 玉 (w) 与 
Liénard 方程 中 的 万 (z) = | f(z)dw 满足 同样 条 件 ) 。 取 这 个 方程 


作为 自 激 振动 的 一 个 监 型 是 适当 的 。 实际 上 , 可 由 这 个 专程 证 明 
的 记 气 的 或 机 要 的 自 油 振动 的 例子 非常 多 。(6. 邹 中 的 阻尼 系数 
F(x) = f(x) 

当 |z| 小 时 为 负 ( 因 00) < 从, 这 是 所 请 全 性 阻尼 或 包 阻尼 ; 当 
| 天 时 阻尼 淋 数 为 正 。 车 阻尼 项 的 阻尼 落 数 为 正 , 区 振 沥 了 航 
的 能 量 在 散失 ,这 项 采 数 为 名 时 , 振动 汞 广 由 外 部 人 殿 葵 能 量 。 发 % 
的 变化 是 栓 动 的 ， 民 在 柔 舵 的 一 个 率 回 拨 动 中 其 进 入 的 能 量 和 翰 
出 的 能 量 平衡 ， 这 个 振幅 是 定常 振动 的 振幅 。 定常 振幅 是 由 大 的 
板 动 逐 淅 焉 宫 , 或 小 的 振动 逐 潮 填 长 到 村 定常 振 艺 时 的 搁 幅 。 这 
个 定常 振动 与 初始 条 件 无 闫 。 

坑 阻 尼 项 通过 振动 流 出 义 的 能 量 和 振动 系 幸 储存 的 能 量 比 
骨 起 求 十 分 小 ,波形 村 近 于 正 汞 波 , 周 期 大 体 相等 于 固有 周期 。 

产生 自 激 振动 的 电 回 卡 一 般 称 为 振荡 器 ， 

例 4 有 摩 所 的 麦 而 和 另 一 物体 完全 接触 时 ， 相 对 速度 (o) 和 摩 袖 力 ( 六) 
嘲 的 关系 一 般 是 复杂 的 , 大 体 如 图 6.1 所 东 。 如 图 6.2， 在 向 有 方 以 一 定 束 
庆 (ao) 走动 的 证 上 , 有 -一 物体 (质量 为 mw) 与 痢 竹 (弹性 常数 为 相连 精 。 物 
体 的 运动 方程 是 

十 二 了) 一 0. 

此 处 吝 二 十 一 0 


刘 第 1 章 自 洽 妙 核 的 几何 广 流 


metF(E) 十 大 一 个， 《6.3) 
鞭 中 FE) = EU) fo— v0), 


Fiv) 


困 6€.3 图 6.4 


由 图 6.3 知道 , 湛 答 tm 适当 的 值 而 如 .3 中 1 不 太 时 ;就 得 到 洪 注 阻尼 
CD) 三 人 0 因而 巷 物 体 作 上 月 注 竹 动 。 这 种 目 激 振动 叶 合 摩 挖 振动 ; 在 测 浊 
不 好 的 础 和 承 , 联 朝 器 以 及 有 消 动 面 的 机 被 里 ;多 常 也 塌 发 声 , 因 形 知道 这 种 搬 
动 。 

在 转动 翰 上 装 一 个 摆 (Froude 摆 ， 图 6.4)， 适当 好 输 埋 一 定 的 转 训 ， 就 
改 生 振动 。 勒 可 明 阳 和 捍 的 巡 精 部 分 之 更 有 外 座 按 而 产生 麻 接 振动 。 

例 2 在 四 极 上 电子 管 里 ;如 果 帘 宰 电 压 比 阳 构 电压 高 , 阳极 发 出 第 二 次 电 
地 ;因而 阳 要 电压 ( 吾 ) 对 阳极 电流 (的 特性 称 轿 6.6 所 示 , 它 具有 人 负 阻 尼 (四 
圾 管 货 阴 和 转 性 ) 。 如 果 在 阳极 和 阴极 之 间 联 以 并 详 的 谐振 同 路 ( 图 6.8)， 肌 由 


J em em el = 


*” 真得 岩 和 自 溅 振动 25 
Kh 法 出 ， TEA 
| eaw=cnw， Lis=Y BiX=v, 
T= ic-ii-tr=/ (+ ED, 
内 而 这 回路 时 微分 方 人 性 是 


此 过 吕 们 一生 二 0， 出 


LOE+F (EY tr=0, (0. 
其 中 
Wa) =LR-Ie++7i En 7 ty, 

入 而 如 末 和 条件 ( 据 茵 先 忻 ) 


FO =LR-1+ Lp (Ee) <0, 


Le ~、 
Eo 
图 6.6 

朗 开关 (oo < 能 被 满 是 ,回路 就 发 生 振 茵 。 这 种 振 萝 笑 寻 困 极 管 振东 
ynatron 振东 加) 。 

例 站 前 一 例 是 交接 利 用 负 阻 尼 的 振 落 器 ， 其 实用 等 歼 的 栅 极 控制 电 了 于 
管 世 可 以 实现 振 蓝 ， 例如 三 极 管 的 
控制 电压 ( 惑 集 疙 电压 jj 对 阳极 
电流 (人民 p) 的 畦 性 如 图 6.7。, 在 此 Ee 
一 百 * 十 了 天王 py 五， 为 栅 极 电压 瑟 
为 阳极 电压 忆 为 正 的 季 数 。 利 用 
三 标 管 的 这 种 特性 ; 对 于 团 6.83 中 
的 回路 可 得 (忽略 福 极 记 诫 ) 


Li = 9, | ivat =0%, Ri 一 an 


Te= fiEy) 


御 ” 原 书 为 f=iv 一 1L 一 ip 达 了 (Vv 二 0)， 


校 者 泪 
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jy 


| 


, : 
6.B 
Ty= —tr— to—tg= (Es ， 
Ey=— Mi (HM>0), 
Ei +v, 
从 用 问 路 的 微分 古 程 是 
此 处 珊 
Tty i tb}, 
则 得 | 
LUOE+F EY) + w= 人 0. (6 .5) 
其 中 


Fa) = LR-tW+f[DE- (MDN2] -7 (DD. 
战 而 五 (0 二 0， 团 
LR-1l< (HDINF (DE. 
就 是 毛 萝 条 尾 。 此 种 所 议 器 中 阳 极 同 步 振 注 哮 。 
观 这 电子 特 的 特性 用 三 坎 式 
l=f (Ea = DE) ta(Ee— DE)—E(E DEY? (a>0, p>0) 
素 震 示 , 振 洲 第 忻 
| sDN>LR-I 
被 满足 时 ,6. 晤 是 
y+tat—i+iy Dy ty= tr>0), (6.6) 
其 中 : 
一 人 了 [a(H— DI — LR-I/VIO= NH, 
中 一 [ww iC va DE) -LR /VAM- DE) (NM ~ DD))y, 
yy/dr, 


6 破 阻 尼 和 自 沿 扼 动 对 
逐 如 设 午 
r=[Lv a DILRT va DE WM DD) sy 
则 访 程 可 写 为 ， 
sl ta a> (6.7) 
例 条 电弧 或 氛 气管 的 电流 (了 对 电压 iB) 的 特性 如 疼 间 .9 所 示 ， 它 豆 现 
由 向 阻 尼 。 将 帅 联 的 说 振 回 路 和 固定 电流 (电流 为 io) 的 电源 井 详 起 来 (图 
6.10) ,其 
E=7{D) 一 也 十 人 十 Br 


ceo=| iGt，1 二 记 一 f 


E=/{f) | 一 
re 
; .OO : 
上 一 一 r ‘Tet 
降 | 从, 图 #6.10 
因而 间距 的 袜 分 方程 为 
也 ep 十 [TOCer 一 (一 CO 十 ep 一 0. 
是 改 裔 5 一 eo 一 了 (io) ， 划 
下， 《让 .3) 
其 中 
FB) = 0 fi CR + 0) . 

如 果 


FO =r0O tO io.=0, 

冯 若 ?+ 二" (oy <0 基 旋回 路 发 生 报 落 。Ponlsgen 电 强 所 洲 苇 序 基于 这 原理 。 
例 5 考 谨 一 个 答 水 柔 角 , 其 中 用 离心 式 水 从 以 大 内 水 洽 观 水 到 水 构 , 再 

让 此 水 楼 供 答 一 定 流 晤 (图 65.11)。 鞍 单位 时 间 内 通过 水 尼 的 水 量 为 8， 

序 9 代 泣 水泵 管 路 中 水 的 束 庭 。 通 过 水 泵 的 流量 为 @ 时 , 这 水 泵 将 水 提高 

三 = 了 (9). @ 和 五 的 关系 可 用 井 闵 圾 示 , 称 为 水 系 水 头 流量 曲 芒 , 如 图 6.12 


种 由 竺 v=fii 一 J 一 vjC driary 这 里 的 8 一 ~ 3 久 , 一 -- 校 者 潜 


38 机 1 章 自 簿 柔 态 的 拒 何 方法 
所 示 。 表 在 某 一 时 齐 求 和 的 流量 为 中, 水 棱 的 水 位 高 水泵 工作 流量 鲁 辣 


永 郑 (人 和 站 的 郑 。 可 以 用 来 加 速水 爱 答 路 中 的 水 。 如 吉 疏 粒 水 大 管 路 中 


， 革 由 以 .[: 两 式 消去 日 则 有 


9 异性， 则 


"m= 0) 一 疡 。 
及 一 衣 面 ,由 水 聂 选 出 风量 由 比 由 水 礼 流 出 的 量 如 天 这 个 盖 总 一 如 使 得 积 


所 一 光合 ] 


图 6.14 . 图 书 -13 
蔡 在 水 档 兴 的 水 的 高 度 + 增高 。 设 水 槽 的 断面 面积 为 44， 则 
4 一身 一 各. 


. 1 二 
此 处 "一 # 一 (9 ， 则 
入 < 元 十 五 (号 ) 十 攻 一 间 ， {6.9) 
其 中 : 
FB) = (00) —f (Qo Ai). 
所 以 ,在 | 
: 了 (0 一 一 4 <0 。 

县 在 了 C80) >0 的 情况 (人 郭 在 @o 喜 小 的 情况 ) 产生 壬 注 振动 。 这 种 自 泗 振 洲 
称 为 涯 沂 ‘surging) 。 天 型 气 祠 和 离心 式 鼓风机 相让 千 时 的 浪 泽 具 有 同样 的 
机 构 。 a 

例 6 均匀 流动 气 菠 中 的 机 喜 , 在 气流 的 短 直 方向 产生 的 振动 几 晤 操 
[fiuttery 。 如 图 6.13， 考 康 机 票 在 气流 中 1: 下 方向 的 运 演 , 气流 共有 -一 定 的 
速度 下 攻 角 为 go ， 设 机 桔 向 上 运动 ; 速度 为 4 它 受 到 向 下 吹 的 相对 气流 
( 反 ) 四 ,于 是 政务 有 了 微小 的 变化 ;成 为 
日 = 后 一 Run 和 AP 


从 ”气流 相对 于 机 要 蜀 玉 域 基 向 左下 方 , 倾 簿 箔 为 tan-114117) ，- --- 坪 者 注 : 


7 不 巡 续 和 柔 和 好 


C=F1g) 


团 6.13 司 0G.14 


乔 ' 力 系数 Cr 和 政和 外 中 的 关系 一 般 如 团 6.14 所 示 。 好 汇 芭 机 翼 的 恤 介 : 力 
(mE) 人 恢复 力 { 一 8 和 升力 都 着 所 和 芋 具 


m= DFO) 一 
这 电 四 是 = Do) 一 网 
条 1 十 二 百人) +k 一 =0， (人 .10) 


其 中 百人 =Df[90+tan-208/TP}] 一 DC00) 。 因 此 , 车 本 (0) 一 PPF-IFP(oo) 
<0) 即 若 产 (8o) <0, 风机 可 发 生 自诉 乒 动 。 图 6.14 中 负 妊 率 的 部 分 相 记 于 
9 [起 失速 的 下角 范围 。 这 种 自 激 振动 叶 做 机 宫 的 失 种 蚂 捷 。 

轮 电 线 上 千 了 冰 , 断面 不 再 是 固形 , 它 在 横 咏 风力 作用 下 发 生 上 下 的 自 
并 扳 动 。 这 种 更 银 叶 做 奏 散 (galloping) @ 或 舞动 ， 它 是 基于 同样 的 振动 
机 构 。 


-和 7 不 建 而 系 迷 


在 前 面 讨论 过 的 情形 中 ,了 2, Y)， tw, 扫 在 多 平面 上 是 居 
村 条， \ 卫 式 的 平衡 点 是 披 立 的 ， 现在 者 虚 这 些 条 件 不 再 成 立 的 声 
合 。 当然 ,对 于 这 种 场合 中 的 某 些 区域 ， 其 中 了 ,六 是 解析 , 且 平 衡 
点 孤立 ,前 迟 方 法 也 还 能 应 用 。 

相 平 面 上 可能 有 几 个 这 和 样 的 民 蝶 (在 得 个 区 域 中 了 必 为 解析 
和 卫 平 衡 点 括 立 ) 在 甫 案 有 意 兴 的 实际 问题 里 各 有 这 种 情况 。 在 这 
种 区 域 的 边界 区 上 , 了 或 鲁 一 般 地 没有 定义 。 微 分 方程 在 秆 个 区 
域内 磺 定 相 点 的 运动 ;所 以 在 每 一 令 域 内 相 点 沿 着 执 道 到 村 这 界 ， 


自 亦 有 避 为 " 呈 环 的。 一 ~ 一 控 者 注 
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这 以 后 的 运动 就 攻 须 用 革 些 荣 件 ( 物 囊 的 条 件 ) 兴 决定 。 邹 在 这 种 
志 合 中 ,微分 瑟 程 和 连 嫉 条件 一 起 地 完全 决定 了 相 点 的 运动 。 

这 样 羔 定 的 在 点 运动 (zs() ,Vy 如 ) 对 于 有 时间 上 可 能 汪 思 续 的 
也 可 能 是 不 连结 的 。 王 面 的 网 | 是 %, y 部 违 夸 的 焉 囊 振 动 ， 网 2 
是 zy 部 达 棱 的 白 激 插 动 , 例 3 是 2 速 千 面 y 不 违 缕 的 自诉 振动 ， 
例 4 是 2,y 痢 不 连 灶 内 自 激 振动 。 


例 1 海 感 在 摩擦 面 上 被 缠 繁 ( 归 性 常数 站 支持 的 物体 (质量 m) 的 振动 
(图 7, 了 物体 的 连 庆 (2) 和 懂 控 力 的 关 邓 假定 如 图 了 .2, 部 #0 时, 麻 接 力 
二 fo (正常 数 ); 0 <0 时 ， 了 = 一 Jo; 了 E=0 而 外 力 比 fio 小 时 ,期 了 与 外力 相等 
( 育 向 相反 ) ;而 当 外 力 比 .fo 天时 , 则 了 
与 古 丰 等 。 这 柔和 蕉 的 方程 为 


人 a 和 
上 了 .于 
一) ， 
m 基 一 人 0 (£=0 Ele| fo)) (7.1} 


~kztfo (£0, hr>7o)) 
— $7 一 fo Ee=0 < 一 六 ™ 
取 间 =y 央 可 写成 (了 1D) 式 的 形式 ,其 中 te; 胃 在 + 灿 上 不 如 粮 。 焉 衡 点 
(P=0= 人 是 y=0, 2| 夸 jo) 朗 zx 各 上 神 朗 
一 sr fo 
上 上 的 各 点 。 在 8 为 正 的 区 域 和 Y 为 负 的 区 域 分 趾 积分 ， 由 得 两 个 侍 椭 阐 


+ 
ep 福 


这 里 用， Rs 是 积分 常数 ，。 
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这 种 情况 中 的 巡 接 根据 下 列 物理 条 件 : 车 物 体 受 到 有 限 力 的 作用 ， 则 其 

动量 (ms 随时 蝴 带 种 地 变化 。 因 此 物体 的 动能 ( 翅 mzp ) 的 变化 也 是 速 入 

的 。 出 以 上 条 件 ， 位 置 的 变化 当然 也 是 束 粮 的 。 从 而 在 这 种 情况 , 位 能 
(去 xaa) 的 变化 也 是 速 统 的 。 


按照 以 上 , 相 平 而 上 相 点 的 运动 如 图 7.3 所 示 。 相 点 治 着 旋 汤 式 地 糖 小 
的 未 道 运动 到 达 010。 上 的 平衡 点 而 静止 下 来 ,这 里 名 为 (一 /os 0) ,O04 为 
Gui 0)， 这 种 平衡 点 显然 是 稳定 的 。 


¥ 


图 ?了 .3 


在 米 段 0; 上 的 卑 交 点 〈 附 去 厌 点 昌 以 外 ) 所 对 应 的 相 点 , 现 宕 考 周 加 
上 上 一 个 一 定 大 小 的 正 向 冲 量 或 质问 冲 量 。 对 于 着 量 的 处 理 通 常 有 两 种 方法 : 
一 种 是 认为 证 量 作 用 前 后 动量 的 变化 是 一 定 的 ( 谣 溃 量 作 用 前 和 作用 后 的 速 
度 各 为 toy 全; 出 W511 一 tt0= 常数 ) ; 勇 一 种 则 斌 为 竺 量 作 用 前 后 动能 的 变化 
是 一 定 的 ( 示 ma 巡 一 豆 om 们 一 常数 ) 总 之 ) 冲 量 作用 到 帕 体 上 时 ,物体 的 这 庆 
有 一 甜 的 ,不 天 灶 的 变化 。 他 在 图 了 .和 中 平衡 点 (5 自 处 的 相 贞 作用 一 个 环 
量 ， 于 是 和 的 # 坐标 宪 拓 改变 为 士 跑 (这 里 态 是 一 个 正 的 小 量 ) 。 由 (al 
二 1 出 县 的 相 点 回 到 (0 0 右 全 的 平衡 点 而 由 (za 一 区 出 次 的 相 点 期 回 
于 | (x 0) 左 倒 的 车 衡 点 。 和 田村 二 衬 本 图 榴 记 商 和 下 和 全 屿 加 的 太 问 之 关 有 答 
剧 了 时 变化 ,所 以 由 一 入 接近 原点 (中 的 量 比 由 十 凡 羡 开 原点 站 的 量 来 得 大 。 


5 第 并 举 “ 自 治 系 煽 的 几何 方法 


y 因 直 ， 银 这 样 把 冲 量 
控 溃 不断 地 加 上 ， 和 
点 就 革 艾 向 让 方 称 
Ny 动 ， 玉 于 到 达 丕 衡 点 
(原点 ) 。 芝 可 用 来 消 
xz ” 除 量 测 仪器 和 指示 器 
由 麻 捧 而 产生 的 神 平 
衡 ， 得 到 蛙 正 的 平 
衡 Q.。 

. 例 2 . 考 趾 阳极 
图 ?.4 问 步 振 注 器 ( 图 7.6)。 

忽 路 祖 济 。 玛 尘 振 回路 中 电流 汐 x， 由 Kh 法 划 ( 取 工 的 电阻 为 训 ), 则 有 


Le+ Re 十 C-| (eI,) 斋 一 0， 


0 


图 ”7.5 


阁 假 定 阴 极 电 访 (I 了 p) 仅 和 炳 压 ' 玉 gp 二 MH# {下 > 0) 有 关 , 此 特性 为 j= 了 (BR,)， 
出 三 程 可 和 写 状 

Li+ RSet-ir=0-1 (NMA {7.2) 

讲 这 个 特性 作 如 下 假定 ; 当 可 >0 期 p=7( 称 为 独 和 电流 ;是 一 个 正 的 


0。 这样 的 时 葡 不 完 对 确切 。 种 实 上 ;如 果 冲 其 有 一 定 的 值 (加 半 站 ,在 物体 上 尝 
续 地 施加 正 应 和 入 疝 的 囊 重 ,可 以 使 相 点 源 渐 捷达 了 于 原点 口 钥 不 一 定 划 好 淹 达 0 点 。 
如 果 末 国人 攻 用 的 冲 重 反 章 不 售 ， 析 点 的 未 溢 就 元 限 改 近 于 一 个 周期 解 , 其 振幅 为 
ni/4fn . 可见 将 县 测 仪器 或 指示 王 不 断 地 来 阅 播 动 ;可 以 使 已 的 指 对 间 到 许 正 的 下 
帘 世 点 吕 局 附近 : 揪 得 越 轻 , 苇 果 将 越 准 .。 -一 核 首 注 


二 ?了 不 束 粮 深 磷 3 
常 煞 1 , 当 百 p<0. 册 三 =0( 图 7 了 .6 。 


证 

B=/i0, p=R/2L, 
7. 名); 收 沪 | 
着 人 


一 人 (< 人 ， 7.3， 
和 例 工 一 样 ， 沙 外 4%#=x 为 正 的 
区 域 和 3# 为 俯 交 区域。 假 冠 wo 
(气动 性 的 )y wo 一 人 嘱 一 生 。 好 .的 的 图 7.6 
第 二 式 葵 出 z 由 极 大 变化 到 极 小 ; 极 大 值 的 振幅 和 极 小 值 的 振幅 比 为 
7(T==xfw 是 由 楼 大 至 极 小 的 时 间 )。 另 一 方面 由 位 . 急 的 第 一 式 , 到 
= 一 五 十 时 就 和 第 汪 式 一 样 @。 这 的 极 小 值 的 振 旺 和 极 大 值 振幅 的 比 也 
J enT | 
这 里 连接 由 下 列 物 再 条 件 确定 : 电容 器 的 兽 苟 加 和 电感 的 磁 通 量 (内 随 
时 间 束 篇 地 变化 。 设 电容 器 (Cn 多 瑞 电 压 为 了 =9/0, 流 过 电 硬 {已 的 电流 i 
为 了 = 地 /7 tn 是 强 罗 的 图 数 ) ， 革 由 以 上 条 件 局 时 有 以 下 类 慨 的 条 件 : 电容 
器 的 编 电压 (TF) 和 流 过 电感 ! 工 ) 的 电流 们 的 变化 是 过 镶 的 。 因此 , 电容 储存 


的 能 量 二 07? 和 电感 储存 的 能 量 也 Zi 连篇 地 变化 。 


在 这 承 浆 中 ,由 于 工 和 = 
连 粮 变化 ;所 以 


co- 一 | (vIn 


节 一 一 4 一 再 站 一 了 

的 变化 也是 速 称 的 。 

现在 疫 某 -- 时 齐 相 点 在 
某 一 三 (ts 由 人 > 人 十 (网 
7. 站， 巧 控 上 顺 对 填 辣 在 y<0 
的 区 域内 转 和 到 与 催 的 z 轴 相 
莫 。 郁 衫 于 点 吝 标 为 【一 凶 ; 
中 用 2/r2 一 7 。 其 次 由 这 
点 态 发 的 相 点 按 肛 时 和 儿 向 在 


和 办” 灾 明 为 上 .一 一 核 者 注 
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六 0 的 安 城 王 到 再 下 与 正 的 工 轴 相交 。 如 变 点 坐标 为 (X30.00 1 肝 
(wa 十 了 fa 一 工 ) 一 全 7 。 
由 这 两 个 式 子 得 : 
Ta eM + 1 a-nTy. 
有 
Tg 一 1 十 届 ， 
一 般 地 有 
Tarl 一 AN 二话 - 
国电 1, 所 以 当天 co 时 各 ， 
Farr = = et), 
完全 同样 ， 
Typo O— Toe ti, 
印 这 相 点 尊 近 于 一 个 稳定 的 极限 环 。 柔 攻 (7.3) 是 自 沿 振动 的 丧 现 形式 。 

例 3 钙 衣 通常 是 二 报章 条 艾 ( 搜 等 ) .能 汤 ( 灵 钨 ,发 条 等 ) 和 联 精 这 两 者 
的 控制 装置 ( 搞 纵 机构) 得 三 部 分 钥 成 。 捧 制 靶 需 通过 冲 量 的 形式 将 能 源 中 
储存 的 能 量 周 期 地 转 选 进 操 动 柔 碗 。 四 于 冲 量 涝 大 的 时 剂 只 决定 于 振动 和 
纺 有 状态 ( 例 如 择 的 位 置 ) ,所 以 千 塌 是 一 种 机 被 的 自 激 据 动 邓 靳 。 

对 冲 量 的 处 再 万 法 如 例 工 所 壕 ,， 在 此 考虑 后 者 ; 朗 在 i 种 和 昌 前 后 动 诗 变 化 
一 定 ( 演 际 上 县 妈 是 钟 溺 的 能 源 , 仲 量 的 数量 和 所 鳞 下 降 距 离 , 即位 能 的 减少 
成 比例 ) 。 将 钟 麦 机 构 进 行 这 样 简 化 启 , 它 的 运动 方程 为 " 

吕 十 了 一 一 站 (> 人 0), 
一 十 六 雪人 。 1 

讽 溃 量 在 T= 一 fo (二 > 全 的 髓 时 施加 ， 此 时 (及 2 一) 加 入 振动 系 称 的 
惑 能 为 听 一 蜗 一 由 。 若 兮 

和 一 呈 一 加 一 蚌 十 有 3 — 
由 go 各 5 的 其 系 如 图 7.5。 相 乎 面 ( 图 7.9) 的 加 道 是 田 以 tt 一 foy 为 中 
心 的 圈 周 的 上 什 部 和 以 0at+Jo, 0) 为 中 心 的 图 周 的 下 乎 部 柏 成 。 

在 图 7.8 中， 由 点 【一 2 有 出 桌 的 相 点 ， 在 以 Oi 为 中 民 2 为 生年 
(fo 二 wo 一 了 0) 的 癌 周 上 疝 右 转 90" 与 个 站 线 w= 一 fo 9y>>0 相交 . 下 如 这 变 
忆 他 一 一 了 oy 一刀 ) 的 阴 间 , 相 点 向 .上 跑 跃 a Ber fo Y= yt) , 这 次 

加 不 戏 由 数学 归 炒 法 证 明 : akt< Xmy 二 (1 和 bywf (1 一 和 ) ,一 校 者 注 
加 ” 俗 逢 苯 声 ,一 一 梳 洪 注 


《了 和) 


一 
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图 了 .8 


入 向 落 以 03 为 中 心 、 LI ~ 天 = 二 为 定 径 的 图 周 . 问 布 转 90° 与 * 也 交 
于 0 = 一 了 0o) ， 接 管 ， 相 点 从 这 查 上 后 沿 斋 入 .0 为 中 心 、 Rat Ro= RB 
一 名 10) 为 宇 径 的 略 半 上 转 对 180° 与 1 轴 相 次 于 上 【一 ta 0) (zo= 了 一 370)， | 
由 以 上 得 下 列 关 洒 ?* ” 

(ra Sf?— (vo— fo =h, 7) 


图 +， .8 


入 ， 


， 局 期 运动 对 庶 于 #9 一 303 亚 即 0 一 /38370 一 fo, 为 了 得 到 周期 诬 动 必须 
zo fo [下 TAR RI ro 人 在 平衡 状 赤 次 类 委 六 ) ;FTE ha >> 165 本 ME 
的 。.1 面 内 明 在 着 妨 力 方 藤 大 的 钟 表 中, 钟 卖 能 狂 也 要 强 那 么 委 。 在 这 订 件 
说 满 足 时 , 就 不依 补 始 条 件 而 育 瞧 一 的 局 期 运动 站 在 。 识 合 3=A3/3f0 一 了 


IT I = 
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和 www 一 二 gD09 1 2 0)) 则 人 7.5) (后 yo 取 作 妨 ,) 八 可 写成 为 
Yat ta V+ yy,, CT 6B) 
此 处 chiSfot doy P=hi/B0— 2fo 有 
。 (7.6) 两 边 的 备 解 如 图 ?了 .10, 由 于 四 > 六 故 切 > 一 8; 从 而 由 图 很 明显 
srcz0。 所 以 ; 相 平面 上 过 钱 的 变化 和 不 速 辣 的 变化 (号 跃 ) 粗 会 而 成 的 这 个 局 


期 运动 星 然 是 禾 定 的 。 
yy yt 2 
A | 
一 些 - nh yj pe + ] ! 
本 I ' gf I ys $a Y 
ed 


办 了 .1 
例 4 考 卡 图 7.1 的 回路 (电感 黄 荷 的 多 谐振 薄 器 ) 。 和 忽略 对 回路 对 称 


息 ” 此 特 中 .5) 呈 成 [ont 下 2703 一 on 一 fo 2 二 如， 竹 愉 开 和 和 代 天 特 (v.11 
七 十 维和 化 阐 得 站 -人 的, 因为 
一 站 三 本， 一 一 校 者 注 


旧 


PT- 
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风机 济 , 黄 空 管 的 特性 表示 为 Io 二 了 tEw) ,由 Eh 法 着 ， 
Elis Ex Eo Mii— Pr 
LOOT +O-1 | dt Ri =H=L (+1,g) +01| dt + Bin. 
这 里 对 其 守 管 的 特性 作 下 列 由 定 ， 
=f (Bg) =f (Ri Er), 
他 10 —f(— Er) 9 并 将 了 人 之 以 
tp=lp— Tpo™~f (Bt Er —f(— ri)s 
赫 感 Tyo 三 PtBD (2) 为 清 是 下 列 条 伞 的 解析 攀 数 : 
PV 一 区 二 一 p(w) ， limw(s) 一 有 限 ， 
若 Oa ial < za yy IOSp' Ta) <p' (Cr. 
此 和 处 等 引 兽 记 对 称 动 作 人 = 一 二 的 情形 , 取 1= 人 = 一 芭 央 得 从 
LL1— Bo (CRO) + Bit)idt =E, 
可 成 下 蓝 联 让 形式 人 职 疼 一 囊 ) ， 


一 
pI/R'. Y GRL Te) 一 TI 人 


若 9 (0) <1 五, 右边 为 解析 醒 数 ; 仅 有 原点 为 平衡 点 , 它 在 
l/R-p' OD /OR 
时 汶 稳 定 的 条 点， 在 /Rp (0) 
<4L/CR 时 为 生 定 的 焦 态 。 说 有 极 饶 
环 ， 任意 解 当 t 十 品 苦 近 床 点 《条 点 
对 于 卫 曲 给 
CRIsP+2| 【 蜡 开 一 下 (ET 一 赃 烙 


总 是 月 外 癌 半 地 过 过 让) 。 

共 或 考 讶 zt0>17 五 的 情 吏 。 在 
平衡 点 仅 为 原点 的 情况 中 它 是 半 点 (图 
7.12)。 注 意 到 z= 土 女 ( 茹 中 p() 
9 (一 纪 ) 一 Lf/R,; 所 >0) 时 《7.7) 的 右 
边 分 母 为 老 。 在 此 把 7.7) 分 作 两 个 区 
域 来 考 不 ; ]2| > 起 和 |x| < 与 ， 在 前 一 
区 域 再 深 有 平衡 点 也 汕 有 周期 解 . 在 后 图 "7.12 
和 i 一 0, 最 绑 下 式 中 的 如 =-0, 一 一 核 省 注 


8 证 1 意 ” 肯 茶 了 柔 梳 的 几何 方法 


一 区 域内 由 于 平衡 点 是 鞍点 所 以 汕 有 周期 解 。 在 此 两 区 域 的 分 界 短 一 十 
处 了 和 ?变化 速度 或 为 无 限 大 。 芝 种 清光 的 演 入 各 何 3 一 柱 , 要 据 下 而 的 听 
理 条 件 , 电 容器 的 端 压 


G71 | iadt = Ly -r+E, 


蜀 流 过 电感 的 电流 :1 十 了 二 #2- 一 vt) 十 Too 的 变化 是 束 粮 的， 从 而 这 分 办 
入 工 任 一 点 (19 用] 《2 一 十 本) 处 的 得 所 在 下 一 县 闻 物 计 相 点 (29 to， 荡 
两 对 坐标 出 的 Ly 一 4 各 C2) 一 2 等 值 满足 下 列 条 件 : 
Ly = Ly Ty PED Rpta) tsR1, (7 .8) 

实际 上 , 在 这 种 场合 由 于 了 和 3 的 奸 不 巡 娘 地 变化 ， 所 以 这 种 巡 接 条 并 由 作 
跳跃 条 件 。 这 个 系 灶 的 运动 由 微分 方程 他 .7)? 和 革 姓 条 件 他 .8 所 决定 。 洪 
将 这 踊 鞠 杀 性 才 虚 在 办 ,; 合 有 赋 师 的 周期 运动 一 一 不 如 和 粮 自 激 振 动 一 一 就 可 
能 产生 以 下 具体 地 来 确定 象 这 样 的 周期 运动 。 芝 种 振荡 器 称 为 强 弛 握 葡 
器 。 

对 下 速 了 的 二 之 DD 地 ， 

pi) Heim= -tt ta) , 

内 而 确定 妇 二 身 ， 区 福地 + 间 的 咎 道 同 妆 畏 正太 向 进行 与 5 = 页 档 变 于 Po 
Do 哑 跃 到 ty 其 中 山 基 在 过 Po 方向 桑 数 为 1/ 工 全 的 次 鲁 和 埋 钱 4 二 一生 的 
环 点 。 此 考分 泡 以 下 各 种 情况 : 

4 全 的 世上 侍 标 是 真 的 情况 . 珊 Qo 二 {一 上 咎 ;一生 (a0D 4 过 候 0 0250) 
的 霸道 向 左 方 向 进行 与 z= 的 交点 Ps、 出 P 跳 瞩 到 9 9; 的 坐标 为 
{一 yD)) 。 有 此 时 产 人 0 = 了) 是 在 50 定义 的 单调 铬 少 丽 数 ; 由 于 

2 1 

所 地 渍 足 了 (一 3 的 9=w 存在 且 唯 一 ; 因而 通过 (二 ，90) 的 不 十 篇 周期 解 


LL 在 划一 士 癌 了 J 一 十 5 ， E19 ta 后 章 立 由 下 图 。 i 楼 者 福 


移 ”这 里 和 了 下 的 工 ， 属 书 中 均 写 成 为 2， 一 -- 校 者 六 


ii = 


$8 烙 袍 稳定 的 尝 航 3p 
哗 --- 地 存在 ;任意 其 他 的 解 当 t= 十 下 时 收 各 于 这 周期 解 。 
2)】 fo 的 yy 誉 标 为 霍 克 悄 涡 。 深 用 和 1 中 同样 的 表示 法 ; 称 寺 to1 人 0 的 
解 是 不 回炉 的 周期 解 , 其 他 解 当 t-> +o 肘 收 训 于 这 个 不 连 炳 的 周期 租 。 
3 to 时 YY 举 标 为 正 的 情况 。 这 同 王 (一 和 本; 0) 人 人， 与 二 一样 ， 确 . 
定 五 ,总 Ws 二 一 二 98))】 。 取 过 他 的 畦 道 ,假如 向 下 方向 进行 ,与 T 翰 菲 
站 相 演 于 4 二 一 志 ; 交 永 误 为 R= 一 yy 站 (9 ， 此 时 93 对 了 (无 (全 都 
是 单 泣 增 这 入 隙 数 , 并 且 玉 (1) <g(7) ，、 另 一 方面 ， 
下 一 信人 二 号 六- 站 
当 了 龙 分 太 肝 ， 
Tn) Lt ., 
利 腹 这 关系 出 请 是 9 一 5) 的 1 一 加 瞧 一 存在 。 此 时 可 就 明 其 他 任意 解 当 - 
tz 十 so 时 趋 放 于 通过 人 9 0) 的 不 速 千 周期 解 ， 


8 8 村 构 稳定 的 系统 ， 


( 力 式 裘 冰 物理 现象 时 多 少 有 些 近 似 意 义 ,所 以 ， 如 在 式 子 
右边 已 和 入 或 多 或 少 答 予 微小 的 变化 , 解 的 样子 也 不 会 变化 很 大 。 
如 果 古 , 纺 的 微小 变化 就 会 使 得 解 的 样子 全 部 变化 ,这 样 的 三 程 不 
可 能 用 来 代表 物理 的 现象 。 由 于 在 物理 现象 中 考 由 的 量 (例如 亚 
位 , 电流 等 ) 在 实际 问题 中 不 能 取 无 限 大 的 值 ， 所 以 只 须 在 相符 面 
的 有 限 部 分 来 考虑 这 种 变化 。 “ 

访 在 相 平面 上 某 一 有 限 区 域内 , 对 (1 了) 式 所 裘 示 的 系统 中 的 
P,Q@ 作 微小 变化 , 而 林道 模样 的 拓 提 特性 井 不 变化 ， 其 有 这 样 性 
质 的 系统 叫 作 桂 构 稳定 的 (strauoeturally stable) 杀生 各， 

这 里 略为 妊 硝 地 惟 明 -一 下 。 

光 滞 的 简单 并 曲 太 4 轩 成 天 区 坡 台 ， 微 今 方 牺 人 ) 式 的 二 和 母 是 党 实 
在 说 上: 连 该 且 有 过 统 翁 导 数 。 奶 上 上 的 速度 向 量 (其 49 分量 分 帅 为 六 , 人 0) 
趟 和 忆 相 场 ， 业 不 为 0 4( 即 订 在 0 上 这 有 平衡 点 ) 。 因而 可 候 栅 习 上 的 速 庶 
向 是 厅 部 是 向 琴 的 ,这 并 不 失去 一 般 忻 。 


改 ” 序 粗 灼 滩 统 IPT68f 9HDTewa (。 点 , 点 HzpoHOB 地 来 的 用 大) 。 一 一 核 者 社 


Ls 


= 7” = Bd ed Ho ed J 


40 第 1 亲自 铂 邓 统 的 几何 方法 


对 于 () 式 ; 考 永 邓 弥 
= {ry Pr Wy =r yt Yi (8.1) 

其 中 pp 4 连 竺 上 昌 卉 速 微 俩 导数 。 此 时 如 下 列 和 未 件 能 站 是 ， 出 柔和 蒋 导 在 上 
为 衡 构 稳 定 的 。 

对 任意 的 s>0， 总 有 5 >0， 使 得 在 C 内 对 任 党 加 数 py 9 (它们 在 产 
内 其 有 如 入 的 偶 导 数 ? 和 补足 

[pl 0 Ep/art, Iop/By|, [Bq/Brl, |Bg/By | <3 ~ 
时 ， 存在 一 个 拓 拉 变换 了 将 如 有 二 3 他 而 亿 ) 式 的 地道 移 至 8.1 的 于 
省 , 且 袖 趾 
dist CH TEU) 为 6 的 酝 一 点 )。 

可 以 本 大 ,在 区 域内 精 构 稳 傣 的 骤 靳 其 有 十 烈性 质 : 证 畏 ): 

则 小 有 高 葡 平 衡 点 人 = 0) ;也 湾 有 中 心 点 人 p 一 9 > 0)3 

2. 没有 巡 稍 睹 点 和 鞍点 的 球道 ; 

3， 闭 环 道 只 不 过 有 有 女 个 ; 

4. 对 同期 为 工 的 局 期 解 ， 


上 (FPA + D0 ， 


闻 之 ,也 可 以 和 诈 明 {本 琴 ): > 

六 也 (wy 入 和 里 必 ， 幼 定义 在 由 光 漳 简单 前 曲 多 5 图 成 的 区 域 上 ;此 
有 他 秆 的 仿 导 数 , 向 是 (了 (zi 功 ， 量 人 殷 ) 在 C .上 不 和 0 相 切 ,而且 各 上 
波 有 零 向 晶 ， 于 时 如 全 对 中 式 的 解 上 壕 1L ~ 生成 让 ， 则 (起 是 条 构 稳定 的 
系 甘 。 : 


-hy 


各 ”代表 以 周期 解 世 入 。 一 一 柜 者 注 


YI Mi Eb TT lb 


第 2 草 自治 系 答 的 解析 方法 


本 章 主 要 诅 明 下 列 汐 程 : 
Tw x OEl) (2) 
的 解析 处 理 方法 。 特 别 考 处 这 个 形状 的 理由 是 : 对 (四 式 完 双 用 
一 般 统 一 的 解析 处 理 有 困难 ; 另 一 方面 ， 在 实际 则 题 的 方程 2 十 
(2 2) 一 0 里 ,，f(w, 4) 在 很 多 情况 接近 于 rr@， 从 而 有 各 种 有 意 ' 
义 的 非 茂 性 现象 显示 为 这 种 近 卑 能 性 的 情况 。 


39 摄 动 法 9 


如 第 1 章 所 叙述 的 , 在 避 ) 式 的 解 中 重要 的 是 周期 解 ， 所 以 堪 
在 漆 座 明 ' 所 的 实际 求法 。 届 后 如 沪 有 了 预先 声明 ,2 式 的 右边 将 取 
作为 = 和 = 的 解析 西数 。 

原来 考 上 处 的 二 法 是 将 工 显 开 为 疡 的 等 般 数 


于 一 3 十 AI 十 ro 十 
持 它 代 天 [23 上 比 过 的 短 有 
Mo 十 二 上 ，。 入 十 一 了 (oy 0) ， 
Ea r= ytToy Wo) Ti+ (To ol By es, 
由 第 -一 式 6 一 4sin {一 机 )， 将 它 应 用 于 第 一 式 解 2 三 确定 好 时 通常 柱 
往 国 现 水 年 项 tseeular termiy 当 $= 时 ,1 是 发 散 的 。 现 在 所 求 册 的 民 
十 & 不 可 能 很 好 地 和 近 但 于 周期 解 。 履 如 (lx) = 一 二 时 ,好 J 区 二 (中 十) 
0 的 解 是 | 
=A.gin[ VIT+g(t ty], 


类 定 { 人 ) 式 中 以 ==1， 是 六 到 1, 可 作 代 接站 一 三. 
如 “lnmy nenie”， "Purturbhation’ 肖 常 在 天 体力 学 由 神力 概 ”在 折子 办 
学 中 让 为 "人 微 护 -。 这 里 的 报 动 法 也 称 为 小 参数 法 。 一 -- 撤 者 注 


42 第 2 章 自治 骏 碗 的 和 解析 汶 计 


To = A An tt), 4 cos tt -- thn) . 
若 2) 式 有 周期 解 ;其 周期 一 般 与 六 有 关 , 涝 虑 测 这 一 点 ,并 目 
为 了 使 永年 项 不 出 更, 有 以 下 的 方法 。 
级 (2) 式 的 周期 解 xi) 的 周期 为 “二 ， 其 中 心 =w(j) 为 未 
知 ;, 但 w(0) -1， 取 叫 =m 9 的 一 上 Cr)， 划 全 


mE +E= Hf (E, ct) ? (9 .1) 
其 中 避 一 此。 此 处 
E=E0t 及 有 ME + , (9 .2) 
中 一 十 J 风 001 十 凡 200g 十 …'， {9 .83) 
代 大 9. 了 式 , 比 较 上 4 的 同 次 虹 : 
otto=0 | 
S11€1= ef tn eo) ， 
Es 0 Dt [9.4) 


Wh fe e+ + {二 oth) Fo， 和 ? 


各 本 重量 本 本 


普 先 将 第 一 式 在 初始 条 件 
名 (0 一 4， &(0) =0 
解 之 , 香 
Eo GOS Tt, 
从 而 由 第 二 式 ， 


S1+61—20nd 608 T+f (A cog 7, —Adinz), 
此 处 为 了 使 有 电 2 为 周期 的 解 ,在 右 端 项 的 Fourier 展开 中 ， 
cog7T 和 gin 7 的 桑 数 必须 为 霉 。 于 是 


全， 其 实 这 里 的 就是» 只 是 表达 为 了 的 贾 数 -一 - 校 者 注 


9 报 动 续 : 48 
fid ooaTt, —A sns) 


_- 1 于 > [f(A4) cog nrt 9 dy sinnr], 


站 村) -二 | f(A oo Tt, —Agdin TNTar, 
8 以 村) -元 | 7(C4eoa 生 ， — A dn Tainnrar, 
于 时 ， 
(dd) F204d =0, (9 .6) 
(4 ==0, (9.7) 


由 此 两 关 对 我 可 确定 4 和 避 ， 

满 是 介 . 门 的 (天 0} 确定 后 , 代 大 四 .6 本 确定 et 

接着 , 求 出 他 .四 第 一 式 的 解 。 届 初始 条 件 为 所 (0) = (41 
是 一 未 定数 ) , 总 (0) =0。 将 它 代 大 第 三 式 右边 。 古 此 式 右 端 的 
Foyrier 展开 中 , sinz 和 oos 的 系数 为 雳 ,因而 分 别 靖 定 41 和 
aa。 实际 上 ，gin 的 系数 是 (经 过 简单 计算 可 知 在 4z0 时 ， 


| PC4eos t, — Asin Tar+aw [ondd) + oA) /a -00) A gtA) 


+ 已 的 形式 (其 中 Pi 不合 41，%w3}; 另 一 方面 ，cosy 的 系数 是 

20wma4 十 Wi 的 形式 (Bi 不 合 wa) ， 所 以 最 后 在 条 件 901- -天 人 下 

确定 4 ， 其 娱 象 所 希望 的 政 样 能 鳄 通 过 它 来 确定 os。 再 次 , 将 

[9.4 的 第 三 焉 és{0) = A (ds 求生 ) 4 £x (0) 一 的 解 代入 第 四 起 

的 在 远 ,其 石 边 的 Fourier 展开 关于 sin tz，cog 7 的 采 数 分 别 为 
Mag1( 人 十 有 Ps， 2ws4TQ 

的 形式 ;还 在 oA 大 0 的 情形 下 来 和 定 


和 ”将 全 导数 林 -全 (一 了-eoBT) = /fin Tf Bin T COY Tf GON 2T dT 在 
r=0 到 2+ 隐 积 分 ,再 以 co925 一 1 一 sin w 代 入 , 注 沪 到 作 () 一 三 |” fsar cog rdr 
- 土 由 iainsr dr， 可 指导 用 这 一 等 式 。 一 - 核 省 注 


de 种 4 齐 上 月 向 治 态 的 解析 方 读 
:= — PootAd), 0 一 一 外 7 呈 4 。 
以 下 照样 进行 ,最 后 对 .上 潜能 有 满 是 (9.7)} 和 和 
A CAYO (9.8) 
的 4, 顺 次 地 确定 所， 5，…，&，,…， 于 于 这 样 确定 的 外， E53， 
可 以 证 明 般 数 9.2) 在 充分 小 时 是 收 族 的! 第 二 痊 ,， 8 17)， 
”机 Eat=0 0 < 
d= 一 dtA g1(d) =0-+A=2, 
4 一 230 
tn 一 3oeosr #1= {3/A4) gint (14) sin Hr, 
to= (—18)eosr + {3/0 eo8 Jr ~ (5 /9 00s Fr +, 
w=1— Gf... 
没 F(z，2) 仍 是 关于 2 的 偶 责 数 。 
站， 全) 二 站 (一 并] 
(不 舍 了 的 情况 也 适用 )， 风 由 (4) =0, 4 为 酝 意 的 值 。 此 时 可 从 
(9. 扑 确定 ot4 邓 虽 ) ,于 从. 和 9 的 第 二 式 在 初 嫩 条 件 £1.(0) 一 2 (0) 
一 0 于 解 出 。 其 次 将 已 芍 确定 的 0， ww 51 代 人 人 (9.4) 第 三 式 右 
这 ,右边 的 Fourier 展开 没有 sin 的 项 , 而 仅 有 608 的 项 。 央 此 合 
co09T 的 系数 为 寺 以 确定 os 一 面 将 第 三 式 在 St) £2(0) =0 确 
定 &a 的 和解 。 以 后 亚 同 样 进行 , 能 是 家 确定 ws, 上 sa， …。 这 种 情况 
中 ,9 .3 在 普 毫 分 小 时 也 用 竹 ( 谣 略 ) : 
其 或 考虑 周期 解 的 稳定 性 。 稳定 的 意义 是 8 4 的 定义 {( 忌 道 稳 
定 ) 。 在 
(ao 2) =f vw, — 2) 
的 情况 中 ,由 于 一 个 周期 解 的 邻近 的 解 世 是 周期 名 ,所 忆 稳 定性 很 
了 明显， 现在 考虑 9 44) 一 0，4gh (4) 0 的 情况 , 当 见 (4 >0 时 
周期 解 是 稳定 的 ,Cd 一 0 时 不 稳定 ， 下 和 面 素 赵 明 。 
没 和 问题 中 的 周期 解 (5 po) 的 周期 为 3 十 r(K)， 南 bPoinearé 


0 平 区 诸 45 
特定 某 件 (和 引 ) 。 
(tet, 加 2 站] 
为 正 或 为 负 ,相应 于 不 稳定 或 稳定 。 出 于 这 积分 关于 册 囊 拖 , 所 已 
在 .上 ~ 时 的 值 ,分 当 
| fol A co8t, — A sin 


为 正 焉 为 负 时 ,上 述 积分 也 相应 地 为 正 束 为 鳃 。 另 一 无 面 ,由 籍 单 
计算 从 可 知 


| fd cogt, 一 Ain 人 dwTt CA} A) A1=0, 


因而 确定 ,在 当天 0 而 以) =0 的 情况 中 ;天 (4) 守 0 时 入 定 , Cd 
一 0 时 涉 稳 定 。 
上 例 (van der Pol 上 太 程 ) 的 局 期 解 是 稳定 的 。 


ED 平均 法 


首先 将 (公式 本 成 下 烈 形 泸 : 
‘Fo 由 一 wu, vy (10.1) 
. 吐 处 谈 一 0 时 , 取 & ,为 尾 总 数 , 关 有 解 
vant+bsnt, y= Bintib ost. 
因此 在 上 > 出 的 情况 ,考虑 5 为 上 的 而 数 ( 营 数 变易 法 )， 
抽 一 在 人 ) Got 十 下 (Rn #, 
y(t) dntt+pit) eont, (0.21 
以 中 作为 {10.1) 的 解 ,以 定 4()，5 (0)， 
(10.1),， 
dicot bsint=0, ~agnitbeot=u[f), 
此 处 


和 鞠 第 铬 站 的 法 。 -一 核 者 注 


46 第 3 章 自 铬 又 杭 的 角 析 方法 
{fj=ftecoogtt-bsint, —asinttbheont), 
将 这 疏 号 成 
d= ulflsint, ou[f]eogt, (10.3) 

这 个 方程 的 求解 一 般 是 困难 的 , 电 有 过 是 关于 及 2x 为 周期 
的 带 有 关子 4 的 局 期 两 数 。 四 于 在 上 所 1 的 鱼 疯 中 在 一 个 周期 间 
和 + 的 这 化 很 小 ， 

一 区 (| <nl| [A sin 了 at | <x| 1[Lf3 1, 

所 她 (10 .中 的 在 过 可 认为 售 有 常数 ,5， 在 区 闻 0 去 t<2o 和 将 右 
边 取 平均 什 ( 半 均 法 ) ,可 得 济 下 列 近 但 方程 : 


号 六 


人 一 | [ 门 sin t oat, b= | [fF] eostdt. (10.4) 


i 
下 处 作 朴 举 标 变换 
sped, opsng (p>0), 

由 :10.4) 得 

p= 一 i(p) 

-- 东 | flpoosw, —p invw) sin waw, 

(10.B6) 

z 6— 言 s f1'p) 


Ee 


= .此 pe 
a) Fp eo, Pen tt) Gog wot. 


可 是 由 于 
“peos (t—0), Y=—psin 全 一 及， 
所 以 (10.8; 是 确定 (2) 小 的 解 的 振幅 和 位 相 这 化 的 近似 式 。 在 
9g1 《44) 一 0, 40 时 ,出 对 于 po=4，( 划 .四 的 第 一 式 就 满足 , 更 由 
第 二 式 
-Oo= 2A) f(A) (ty), 
从 而 得 到 (2) 式 的 近 仆 周期 解 


40 平 的 法 条 
w= Acos{fti— 4 (2324) FCA) td}. 


在 革 # 中 (9.21， 介 .3 的 go 香 为 
5o:= A 608 ent, w= 1 
(其 中 由， 4 是 由 (9.6), (9.7) 所 定 )， 圣 于 其 稳定 性 , 央 由 (10. 
的 第 一 式 显 从 可 尼 , 当 六 44) >0 时 为 稳定 ， 91(4) < 为 不 稳定 ， 
这 与 &u 得 稳定 的 严格 条 件 一 致 。 
下 奇 来 解 (10.8)。 由 第 一 式 
» dd 
ey 一 如 (一 如 ) ? 
因而 确定 p 王 pp 从。 将 害 应 用 了 于 第 二 式 , 可 确定 避 的 。 由 总 0.5) 的 
第 一 式 , 当 二 十 ce 时 pp 或 者 是 0, 或 者 天 限 地 接近 于 对 庶 革 一 个 
00gt) 一 0) 的 极限 环 。 在 有 几 个 极限 环 的 情况 中 ,可 知 一 般 
地 稳定 的 环 和 不 稳定 的 环 实 属地 出 现 。 
根据 这 种 方法 , (分 式 中 的 (x, 2) 不 一 定 要 求 为 4， z 的 解析 
丽 数 :也 还 可 论述 周期 解 惰 外 的 解 。 
机 4 t+ +r=0 <1 
(一 一 月 十 pi/ 和 N=0, p= -utp /2 =ap— pd 2. 
解 出 (3 一 和 时 取 P==po) 得 
p 一 2p0jv 本 十 过 一 的 exp[T 一 上 性 一 吉 )， 
因 直 雪村? 十 w 了 时，p 一 2， 识 汪 二 而 时 ;二 性 ,双击 
w= Acos (Ft— tv A (4 AVexp -uti lil. 
2 基 十 只 呈 寺 出 一 中 下 taend) OO<nel, KK>=0). 
ge dh/ry 0 一 0 
如 + 一 如 时 六 一 poy 用 
P=Ppoexpl—nitt -to /ldhkil—exp ~ ut—to) /2]} /sn, 
因此 当 过 十 2 时 pd/z， 或 当 t= 如 时 x 二 4, #5=0， 出 
T= eos (一 让 
BdAexpL -u(tt- to /Si+4E{—expL ~ att i) 2]} /x. 
例 3 E+aeE+H|Ia iL QA, KD > 人 0 。 
当 # 二 向 时 ,f= 二 ,到 二 0。 央 


重 


48 侯宁 ”月 沿革 入 的 司 眉 故 法 
T=pbONmit 一 t+), 
其 中 
p= Aexpl—uf (tt /2 /2, 
五 一 十 Su 在 4] —exp— aE (tt.. 
特别 三 正二 小 时， 
p— Afl+duwH A to /3a]-1. 

例 生 考 忠 随 蒂 温 庶 (6) 变化 而 电阻 (RB) 也 有 显著 变化 的 囊 体 ( 共 关 系 是 
Ry ， 当 奖 流 电 i 一 io sin wt 通过 时 电压 对 电流 的 特性 。 洛 导体 的 视窗 
最 汶 卫 ，Newton 浴 芭 对 堵 汶 天; 旭 热 平衡 瑟 程 为 = 

D+ EO= Rir—y (i (1 — eos oft) /2, 

当 导 体 的 热 时 常数 (D/FE) 比 周期 {zjw) 大 得 多 时 ， 由 于 右边 履 后 项 可 

以 租 临 ;所 以 这 平衡 状态 是 
= ， 
-一 上 和 印 导 和 坷 的 塌 氏 (人 【内 页 击 阻 品 ) 


表示 为 交流 振 凡 记 ( 莱 史 的 画 数 。 
; 如果 把 但 这 样 的 导体 (有 用 
于 郴 极 同步 振 茵 器 (图 10.1) , 若 


忽略 权 流 ;由 KP 法 避 . 
v= Li+Ri+Mi= -6-7|i. 
基 筷 上 电子管 的 特 考 ( 取 访 件 特 性 ) 
汶 了 = 十 40) (54 Po 海 正常 数 ) 
图 10.1 划 
LO (ORMS+i=0. 
此 椒 例 如 恨 定 卫 = 十 5 嘻 (o 二 0) 有 基 振 芒 条 件 为 
MS UR,>O. 
t=v LOT Oo yw MA CR-2 (MSORDN) /VLO=H (和 将 r 改 写 
为 和 + 出 得 到 


机 和 村 
本 


甘 十 (一 1 十)K 十 二 一 从， (10.68) 
其 中 Ww 为 59 的 对 应 秆 ,由 于 它 近 似 地 等 于 pp, 所 以 00. 全 可 器 沪 
东 十 名 二 一半 ， C10.7) 


让 # 妇 1 次 情况 ,由 于 5 在 一 个 周期 月 辣 筑 为 常数 ， 
OP = tl op ftn) =0, 


$11 粮 性 化 法 19 
Pp 一 0 不 稳 宏 ,2 ~1 稳 害 , 所 岂 存 -> 十 ww 村 sp-x1, 部 


由 此 可 知 ， 在 这 种 情况 振荡 器 的 拨 扩 是 有 限制 的 ， 这 可 以 理解 为 由 革 定 管 符 
性 的 非 厂 性 抗 蛆 五 进行 控制 的 。 


$1i 入 性 化 法 


用 在 {10. 训 中 葵 出 的 p, 吕 得 (32 式 的 近 但 解 为 
meoa 0 pgin 的， 
由 予 z 
Flpeos 全 一 的， —pain 让 一 全) 
的 Hourier 展开 的 基本 鳝 波 的 项 是 
万 (Pi 008 十 一 二 十 乓 8 Sm 疙 一 肋 (六 生肉 (9.) 答 定 )， , 
所 以 在 (2 式 中 车 将 Fo 他 代 以 有 fp)s/p 一 表 (p) wj/p，, 期 得 
5 5 二 人 一 jz=0， [1 ,1 


将 这 个 等 价 线 性 方程 称 为 (2) 式 的 粮 性 化 方程 。 忽略 /2 以 上 的 项 ， 
刚 容 易 确 定 (2) 的 近似 解 gp= peos (一 的 满足 这 一 大 程 。 特 别 在 
Fl TF (wv ~— x) 
的 场合 中 , gtp) 三 0, 邹 p 是 常数 , 粮 性 化 方程 是 常 系数 的 。 
叉车 原 三 程 为 : 
z+ wm = ftw, DH), 
mt 


] rex 
Tip) -于 Fp oO u, ~— pw Rin i Gog dat, 


1 年 贞 ， 
{pp) 一 Fip oosu, — po tin di) 全 1 中 合计， 
由 于 取 
p= — gp 20, =nf {p) /2op， 
所 吧 稳 出 粮 性 已 专程 为 


5 ”第 23 童 自 沿 泽 耗 的 解 折 力 肉 


中 oto) .~ 3 Fp) NY 
和 十 皮 5 4 十 ( 4 六 Ja ( 


(1] .2 


已 上 的 考虑 ， 在 舍 有 非 继 性 项 的 系统 天 体 上 和 破 看 作 发 生 正 弦 
i= fe 波 据 动 的 情 雍 是 有 用 的 。 如 将 非 


方程 ,从 而 待 和 到 近 届 解 . 


弱 型 质 近 本 其 代 以 适当 的 萎 性 
后， 可 再 接 建 立 答 定 问题 的 正确 


如 图 11.1 所 示 , 闫 于 原点 对 
称 的 非 多 性 关系 为 =/ (6) ,在 


图 11.1 天 体 上 可 观 为 正 芝 匀 的 情 汉 下， 


一 已 BOS (wt— 2) + 这 灾 代 泡 的 近似 入 性 关 深 为 
-= Te C= mr FE eo co09 wan, 
这 里 e 是 电压 的 后 辑 五 的 本 数 。 . 


贫 86 例 3 中考 庶 的 阳极 同步 拔 荡 器 . 
(MN — DDI)is=Aeos(twt—A. 
将 
Tp (En) =fLDE— (HM— DPI) 
代 以 由 
FIDEY 十 可 【更 DINi, 


其 中 
y=w iA-i | "7D 一 过 GDS E08 要 全 十， 
批 肝 六 付 
Lot, + {LR +FIDE ~ (MM— DI ++i =0 
成 为 


IOr+[LR-1 oN — DI Jir ti ~f (DR). 
合 工 二 记 十 fCDE) ， 于 是 
LOE+ELR-1+o{NH — DE) e=0). 
癌 之 对 于 满足 5( 班 一 帮 站 二 了 工 站 -1=0 的 4 可 记得 到 定常 振动 
(w=1/V LO . 


A 


TT MT rr rk pp 


第 3 章 非 自 治 桑 统 的 几何 方法 


本 章 说 上 盟 下 列 方 程 : 
和 一 五 (2 Yt Y=Q(T, y, {8) 

的 几何 处 理 和 的 方法 。 方程 右边 的 PP, @ 是 2; 9 和 上 的 实 解析 本 数 ， 
t 是 周期 为 上 的 周期 画 数 。 

象 第 1 章 那 样 把 习 ) 式 的 解 类 示 在 于 面相 于 面 ) 上 是 方便 的 ， 
但 (8) 式 的 右边 含有 #t, 为 了 将 解 作 几何 袁 示 ， 有 必要 卉 虑 三 元 空 
关 (vx, yy, 如。 实际 上 ; 解 的 状况 远 比 人 式 复杂 ,在 周期 解 以 外 还 
显示 出 别 的 重要 的 解 。 


§ 12 周期 素数 米 性 方程 


作为 (3) 式 的 简单 情况 ,考虑 下 删 方程 : 
twtb ay, v= wid y, (12.1) 
此 处 4, 8, 6，G 是 周期 汐 七 的 实 解 忻 疼 数 。 
(12. 了 的 一 般 解 总 是 下 列 人 42. 分 或 (12.3) 的 形式 之 一 : 
r= A expht mitt) + exp (Rat) 由 了 人) | 


y= A exp (hid) +B exp at) hs. i 
w={A4+B[l(oat); (pl) + pa tt) |}exp Cut) pi ， | (12.8) 
y=— {d+B[lat)/ (pi + hatt) J}exp hd ht). 


此 处 4, 是 酝 意 常数 ; pi，Fa， yi ya 一般 是 复数 值 图 数 ， 具有 
周期 万; 了 hs 一 般 是 旧 数 ,而 有 十 hs 是 实数 ; pl 一 exp (五 ); a 一 
般 是 复数 。 

再 者 , 112.2)，(12, 咏 的 右边 一 般 是 复数 值 画 数 , 可 是 适当 选 
取 其 实 部 ,112.1) 的 一 般 解 也 可 以 是 实 值 丽 数 ， 


Bs 第 3 病 非 自 党 东 赫 和 提 几 何方 法 


简单 地 设 朋 (12. 怠 (12. 邓 的 推导 地 。 首 先 来 寻求 满足 
Tt) 一般 是 刘 常 数 ) 
的 3.1) 的 解 人 的 和 人》 【所 求 的 解 了 四 3 人 一 般 是 上 复 信和 渍 数 ) 。 令 设 
(3 .站 的 一 组 狼 闻 和解 是 
LEg1 Ey Emtt} sy [EroCt)s, Eaptt) |, 
让 . 
Tt} = tt) Fontantt)y 人 一 
男 一 上 市面 ,由 于 | 
[tnt+ i) tmntt+L)] 和 Listt+L), tm(tt+ LE)] 
也 为 (12.]) 的 解 , 所 以 
Ett+ LL) =oytatt) catiolt)y ty j= 2}., 
帼 定 用 短 随 替 示 ， 
X= C=ieyl, 
则 
互 仁 十 也 一 真人 站 

及 而 如 果 2 靳 ，# 伯 满 是 上 上访 条 忻 ; 朋 必 有 

1 一 0 一 
( 瑟 为 单位 短 短 ， | 是 拭 委 局 的 行列 式 ) ,上 拭 之 ; 在 10 一 p= 人 0 成 开 时 ;对 
Ei 可 确 宅 适当 的 zy Cay 届时 

Tt = y+ =poytt) 
的 解 是 存在 的 。 CC—-pB|=0 称 为 (13.1) 的 畦 证 方程 , 根 pr， ps 称 为 竺 征 相 。 
由 | 7 一 5 人 一 呈 | 可 知 特 征 友 程 不 傅 想 于 这 租 独 立 解 的 选择 。 豆 
各 站 = 战 而 当 至 性 0) 一 总 4 月 | 六 ( 志 十 工 ) ] 三 DP3 ,此 仁 控 主导 i 二 上 起， 
X(t) 的 元 素 是 实 值 国 数 ， 所 以 | 蕊 (如 + 二 | 是 实数 ; 因此 要 注意 匀 积 apos 是 
游 奈 搓 关 四 的 人 情况。 对 
Vt) = t+ = pd) 

人 存在 两 个 独立 解 (Ceifftyy 信介 ) i 一 IT, 人 2 此 相 RE 一 Iog (全 是 将 
2rw 一 了 IL 取 作 除数 确定 的 ,而 下 十 旭 是 确定 的 实数 ) 。 信 (exp (一 有 1)， 
Yexpil 一 hi) 是 问 期 为 三 的 周期 加 数 ， 风 南山 斧 ， wit 是 周期 为 工 的 局 
期 留 琢 ,其 中 拱 


和 僚 考 本 丛书 4 湛 德 分 态 程 ?第 8 章 关 于 周期 对 效 米 性 穆 妇 方程 的 一 般 理 多 。 


TT i er lI Ti 2 bt Tr 


§ 13 周期 竣 数 接 性 方程 58 


T=expnthipity, y=expthiwdt) =1,d., 
于 是 这 种 情况 中 的 一 般 解 是 由 :2.23) 所 确定 。j Ry 称 为 (12.1) 的 特征 指 


icharacteristie expontent) , 
其 砍 ; 设 让 三 pay 可 定 出 一 租 解 
T+ pot) =p, 
此 外 ， 对 性 意 视 开 佣 (rat y(t 》 有 
IT3 过 十 天) Art Art ti) =ayitt) + Byoth, 
可 是 pi"= jan 8 二 py 从 而 
Poatt) = att) /m1 — (oh) / pr) 
是 周期 医 数 (周期 为 L) ， 因 而 ， 
9 有 = [Les td + Coat) pL], 
ya lt} = (的 [pa Ct) + (af) /pL], 
机 果 一 般 解 有 1 .3 的 形式 。 
用 ea(D 5 人，e 人 的 ，dG) 比较 简单 的 形式 来 央 示 po pa， 或 
芒 示 i, fw 是 困难 的 。 和 容易 得 知 下 烈 贡 有 委 成 立 : 


Gu 二 ja) 工 一 [a 40 Dat, (12.4) 


玉 上 下 永 那样 对 于 各 性 莉 这 和解 作 短 了 六 (人 取 
(X=) ta | 1, 
因此 


[XD |= iT,) lexp| [sb Fa) A. 
此 处 入 (0 = 二 本 ;= 硬 十 4 联 
和 人 二 三 ?| =papo=ezp| [a a lat 
， exp | att) att) Jat =expf (hi + hay 1 
慨 定 (12. 儿 的 一 般 解 可 以 得 到 的 话 , 剧 非 齐 次 方程 
Ta (OvHOODYTED, y= rd y+ tt) ‘(12.5) 

的 一 般 解 可 用 常数 就 易 法 求 得 。 

其 次 ,二 阶 艇 性 浪 程 

人 十 PD( 扑 区 十 0 引 z==0 (9， 9 是 周期 为 六 的 实 面 数 ) 


| 铺 3 章 非 自 敬 采 桃 的 几何 方 法 
的 一 般 解 是 下 (12.2) 织 (12.8) 的 第 一 式 和 界定 的 (全 X=9)。 此 时 


1 
(fh) -| pn (dt. 


现在 考虑 Hill 方程 
r+g()z 一 0 (是 周 期 为 二 的 实 两 数 ) 。 
出 《12.4), 揣 十 有 = 二 0 ,pip 一] 、。 认 Hill 方程 的 解 四 (人 ,wy (前 
满足 好 (0} 一 工 ， ~ {0) 一 心 ; wa 0) =0, ratO) 二 。 其 特征 三 程 汶 
一 2Np 十 1 一 0, 其 中 
2N = (DL) + a (DD). 
由 于 不 为 实数 ,所 以 当 WV? 之 1 时 pi 蚌 实数, NW?<<1 时 p, 是 共 施 复 
数 , 且 |py| =-1。 六 也 可 写作 j= 有 = 一 Be; pi>0 时 只 是 实数 ， 
p<0 时 是 脱 部 为 x/ 工 的 复数 ,而 ps 是 契 对 值 为 1 的 其 坦 复 
二 ， 是 纯 虚 数 。& 时 作 Hi 态 程 的 特征 指数 。 其 一 般 解 是 
d2. 分 或 (2. 切 的 第 -- 式 。 
和 抽 关 土工 时 人 一 和 BO 0G) + be "palt), 
当 pi 一 I 时 t= (A+ Bot) ptt) + Bops(d), 
pi 一 iH z= (ArBat pt + Bps (ft), 
此 处 pt 是 周期 为 工 的 周期 丽 数 , 5 是 周期 为 27 的 周期 评 数 ，a 
为 荐 雪 。 当 站 芝士 1 时 ， 要 尾 意 解 为 有 和 看 的 必要 目 充分 条 件 是 : 上 
泡 纯 砍 数 。 仿 若 ADw 一 大 是 无 理 数 ,区 解 ( 坟 人 从 部 为 概 周 
期 两 数 ! 不 是 周期 贾 数 ) ,车 jvLv' 一 1'(2m) 为 有 理 数 1 《2 
为 五 质 的 整数 mmz ln/ot 和 了 2) , 解 全 部 是 周期 责 数 (周期 为 om 万) 
将 Hil 方程 的 &( 约 〈 周 期 为 2x) 作 Fourier 展开 ,写作 
8 人 = or eos tb sin 十 …. ， 
信 详 务 研 究 路 去 第 2 以 上 高 玄 波 , 即 特 别 考 虑 
好 (站 一 如 十 ceog 直 十 由) 
的 情 读 ， 一 般 :;, 下 姑 方 程 : 


12 周期 党 数 祷 性 方 悉 9 

t+ (a+ 2 con Ps=D (12.6) 

称 为 天 athieu 方程 。 要 观察 (12.6) 的 解 的 性 质 , 决定 特征 指数 

凡是 重要 的 。 由 于 用 4, 2 表示 是 复杂 的 , 此 处 只 作 下 列 事实 的 

叙述 。 (4, 丰 属 于 图 12.1 的 有 和 斜 线 区 域 时 , 普 是 纯 虚 数 ( 谍 数 部 分 

不 为 整数 ) ,因而 解 全 部 是 有 界 的 。 当 (ea, 信 不 属于 骆 粹 区 域 时 ,rw 

的 实数 部 分 不 为 0, 所 腑 t> 和 时 解 无 界 。 澳 次 ta, 加 在 区 域 的 过 

界 上 时 = 加 名 是 整数 ) 。 特 别 在 图 12.1 的 实 黎 上 时 , % 为 秽 数 ， 

存在 周期 为 x 的 解 , 但 独立 解 一 般 不 是 有 界 的 。 亩 于 在 处 矿 En 
是 奇数 ,存在 周期 为 2r 的 解 ,而 独立 解 一 般 是 无 界 的 。 


el 


将 民 2.6) 的 下 车 波 代 以 给 形 波 ,得 下 刻 万 程 : 
二 (二 96 gpn oog 2w = 人 0, (12.7) 
于 是 容易 积分 的 , 笑 定 p 的 万 程 是 
pa 一 号 让 pp 十 于 一 站. 

此 处 在 妨 尖 452 时 ， 

雄一 cog (Vat rd ot va— 2 in) 

~ dh Igin (va od ord) sin(vsa— 2p /2), 

而 当 4 二 土 22 时 ， 


Neos{( gt 2 m2) — 5 datob) Migin(v gt 2 ww /2), 


FG 第 3 章 ” 非 自 深 双 栋 的 几 襟 为 法 


NW 是 实 常 数 。 
图 12.2 中 ,在 镜 黎 区 域内 入?<1, 这 里 的 解 条 部 是 有 界 的 。 


| 由 


3 变换 了 


”假定 通过 对 于 t= 矶 时 的 任 一 虚 (ao yo) , 在 过 加 (3) 式 的 解 
(ww yD) ) 存在 , 假 裔 在 加 以 后 的 有 限时 间 内 ,tw 人 以 ,， yy 人 的) 不 可 
能 一 oc、，(12. 卫 ，(12. 司 潇 是 这 一 假定 。 基 

一 人 w(t 十 了 )， 一 {0 十 荆 ) 
将 平面 Ho (二 如) 上 避 (wo oo) 栾 斤 芭 下 面 He 眶 一 加 十 也) 上 的 点 
{wy 1) ， 而 变换 了 
{wo Yo) = wi 1) 

是 确定 的 (图 48. 也。7 不 是 双方 一 对 一 的 速 禾 变 换 @@ (I1。. 上 的 
向 单一 并 曲 弹 友 工 因而 变 为 五 ; 上 的 右 问 单一 闭 曲 强 ) 。 这 个 变换 
TP 对 厂 程 (3) 由 于 在 ft 于 工 不 变 ， 所 以 用 来 研究 (3) 式 的 解 的 性 
质 是 方便 的 。 

基 别 在 方程 人 3. 了 的 组 人 台 里 , 村 攻 了 可 用 短 陵 才 示 出 来 。 各 际 上 ,及 

四 ”天 际 上 工 攻 双方 一 对 一 且 迷 乡 的 恋 摘 。 一 一 尽 者 注 


"I Tt 


中 『 了 | 


pl 


§18 挛 摘 工 67 


图 18.1 


§ 1 和 的 记 夺 ; 凋 六 (to) = 请 对 一 租 独 立 解 


(= + 有 (人 

万 立 。 今 (12.1 具 有 周期 的 解 ( 才 中, 这 等 于 蓝 尺 (5 二 功 是 特征 值 为 工 的 短 
障 。(138.1) 具有 周期 红 的 解 就 等 闻 于 要 怀 ( 和 十 下 是 乐 证 值 为 exp (2meijn) 
Cn 站 在 质 ; 的 拭 障 。 

在 雪 ) 式 具有 周期 工 的 解 (Y( 虽 ,站 ) 的 情况 中 ,将 号 oo 和 了 
酒 作 在 同一 平 镍 了 上 ,点 好 tt) Ylto)) 在 变换 卫 是 不 其 的 点 一 一 
不 动 氮 \ixedq Point) 。 反之 ,依据 变换 了 通过 不 动 点 揭 人 地) 起 的 解 
具有 周期 工 ， 今 五 上 的 点 按照 变换 了 了 变 为 Ppa (h = 0, 1, 

2 于 Pp) 一 en) 写作 0) 一 了 mw， 
Po Um, P=P, 

时 ， Po 称 为 周期 点 tperioqie poin 切 。 这 种 情况 当 # 一 如 时 通过 .了 
的 () 趟 的 解 半期 为 只 了 。 如 在 点 烈 { wm 六 中 中 对 PP 有 无 识 多 
么 近 的 点 ，Eo 称 为 回归 点 (recurrent point) 。 

例如 在 Hili 方程 中 ， 

2 一 种 om, nn 互 揣 ， 大 /7 于] 3)， 

如 时 作 多 = 上 上 的 点 有 周期 后 。 或 首 当 12 六 无 理 才 时 ,有 了 回归 虚 。. 

经 过 变换 二 ,在 点 two, so) 什 近 的 面积 元 素 Sxobwyo 变 为 点 《oa， 
Yi 一 二 人 mo) 的 竺 近 的 面积 元 索 5z25o1; 现在 研究 他 全 之 且 的 关 
系 。 当 后 时 ,区 = Zo, Yo 对 (3) 式 的 解 (i 愉 ,8( 引 ) 取 
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A —O(x, ¥) (roy Yo), 
并 写 为 : 
4) = (P+ [O40 , 
其 中 


[Pe] = Pw, gO OD, [OQ , yO, 
从 而 » 


4 的 =4Go)exp| (Pe {QD a. 
勇 一 万 面 ， 由 可 (to) = 一， Br 
4 人 @ 十 个 ~exp| (LP + [QD) dt. 


t 
Fo 
二 


因此 ， 


Sm =A mo, do) 个 wow ; 
其 中 
Almo, Yn} 一 ezp | (LPsl + tO, (13.1) 
右 端 的 税 媒 <0，=0 或 >0 的 各 种 和 情况 对 应 于 变化 全 有 面积 元 
素 减 少 . 不 变 或 增多 。 特 询 在 全 式 中 , P; 十 2 党 <0，=0 或 >0 
的 各 种 情况 ,分 别称 为 面积 凑 少 型 .不 变型 或 垣 如 型 。 
邻 若 处 面积 减少 型 的 微分 方程 (3) 。 裔 Re 为 平面 了 上 某 区 
域 (面积 为 mo ， 2 一 下 一 2 pp) 的 面积 为 mer， 村 裔 mx 
单 请 减少 。 于 此 , 当 #= 加 时 退 过 二 的 点 的 这 些 解 随时 间 逐 新 劳 
近 。 不 过 在 一 00 有 时，K; 还 不 一 - 定 收 航 于 一 点 。 替 对 性 意 的 
Reo, 如果 Bs 收 襄 于 一 点 ; 则 (3) 式 只 有 一 个 周期 解 , 而 其 他 的 退 当 
ti 一 十 co 时 全 部 收 做 于 这 个 周期 解 。 
”用 上 以 上 方 灶 对 于 方程 


六 (o ,的 一 D {13.2 
束 


Ty, Y= ft, y, (13.8) 
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来 研究 。 此 处 f 是 关于 ww，z, 二 的 实 解 桥 本 数 , 且 基于 诗 是 周期 为 

天 的 周期 本 数 ， 对 于 当 ;一 加 时 = 一 加 人 二 zo (ao ao 性 章 的 ) 的 解 

2 人 ,TD 在 如 < 二 十 co 不 可 能 成 为 ce。 显然 方 常 >0，=0 或 

一 0 的 情 沉 ,分 别 对 详 于 面积 媒 少 ,不 变 或 首 加 人 型 。 例 如 对 于 
2+F (rg, FN =@0, 

对 应 于 了 iw) 常 >0 或 <0 的 情况 ,分别 有 面积 减少 型 或 塘 加 垄 。 


$14 不 动 志 和 周期 解 


如 弛 2 中 把 平衡 点 分 类 一 样 , 此 处 把 不 动 点 分 类 。 变 换 史 将 不 
动 点 (zo go) 的 邻近 点 仍然 变换 在 (wo, go) 的 邻近 , 现在 研究 移动 
的 各 种 模样 。 今 当 1t 一 如 时 “一 40 二 40， 一 Jo 十 vo 将 (加 式 的 解 
(2 乓 ，3 的 ) 取 作 

00 十 锐 一 人 合十 五)， 吕 十 各 一 (各 十 避 }， ~ 
在 ww 一 0==0 时 有 鸣 = 叶 一 0; 当 ww 充分 小 时 ,人 ,wa 可 展开 
3 : 
ta avo + boo 1 二 66 十 duo 十 …， (14.1) 
其 中 十 … 是 ww， wo 二 次 以 上 的 项 。 

此 处 对 于 当 #= 名 了 时 2 一 zo 一 86 (加 式 的 解 刀 上 ,9( 介 ), 乱 出 
ao=0rttot IT) /dr0, b=Or(tt 1) /On, : 
c=Oytto ti) ro, d=Oy (tt 1) Ba, 

胃 推 导 ,13.1) 那 样 ,得 ’ 


| 
ty 上 ttt 
| =ezp (PI+IQ DA, (4.9 
其 中 “ 
[Pil= Prt $0 ,DD, [Ql=Q ,yD , DD. 
其 次 招 DP) 区 
一 和 
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的 根 取 作 pi， pa; [pil，lps| 此 不 为 工时 ,不 南 虑 (oo，yo) 称 为 是 简 
单 的 。 人 以 后 没有 预先 南明 时 , 员 沽 虚 箱 单 的 情况 。 由 于 (14.2， 
D0) = pips>0, 
所 以 简单 不 动 虚 候 为 下 列 四 种 类 型 & 
上 上， 完全 稳定 ‘oomplstely stable) 不 动 点 
pi <1, pal<1 (DO I, D-DD) >0, DO+D 0. 
2， 完 全 不 稳定 【ceompletely unstable) 不 动 点 
pil>T，pal 1 (DO)>1, PD(-D >0, DCHD >0). 
3。 正 不 稳定 ‘directly, unstable) 不 动 点 4 
PP (十 三 到 全 
4。 落 不 稳定 (inversely unstable) 不 动 点 
“0>p>~1>ps (WD(-1) <0). 
如 图 所 表示 、 关于 让 揽 工 坟 不 动 点 为 中 心 的 实 米 化 换 为 虚 术 
(参看 图 14.1)。 


正 不 稳定 


后 :43.1 » 


以 上 分 类 对 周期 点 坷 样 适 用 ， 
上 焉 不 动 点 的 分 类 , 也 同样 完 公 适用 于 对 周期 解 的 分 类 ， 即 
(8) 式 的 周期 为 志 的 周期 解 二 的 ,人 的 ) 对 应 于 于 的 不 动 点 CCzo)， 


14 不 动 点 和 周期 解 01 
y(to) ) ,这 不 动 点 的 简单 ,完全 稳定 ,完全 不 稳定 , 正 不 稳定 ,着 不 移 
定 等 性 质 分 路 对 应 于 (x( 台 , y( 介 ) 基 简单 , 完 会 稳定 , 完 驴 不 稳定 ， 
不 不 稳定 ,省 不 稳定 移 定 义 。 这 定义 与 加 的 取 炉 无关 。 
谤 变换 了 将 全 人 tp) yti0)) 挛 成 为 (ttn 十 1)， Yio 十 十) ,对 应 于 (和 -二 
的 石 瑞 中 有 ,by ea, 则 有 
{Py Ct — 站 一 了 一 :一 由 一 所 一 中 


按照 以 赴 可 得 下 列 精 果 : 
1) 在 完全 稳定 周期 解 充分 近 处 的 解 , 当 t> 十 ce 时 收 化 于 这 
个 周期 解 。 
2) 在 完全 不 稳定 周期 解 充 分 近 处 的 解 ,在 t-> 十 co 时 从 这 辕 
期 解 远 离开 。 
3) 在 正 不 稳定 或 送 不 稳定 周期 解 序 分 近 处 的 解 , 在 1-> 十 cc 
时 一 般 从 这 周期 解 远 敲 开 。 
假定 对 (9 式 的 解 全 (办 ,8 的 ) 有 
E=[Pr E+EPIn, P= [QQ e+ [Qn (14.3) 
其 申 [ 和 二 到 四 的 人, (14,3) 称 为 (8) 式 的 基于 他 的 3) 
的 变 分 方程 (variation equation) 。 老 虚 对 于 靠近 (£{ 提 ,5 介 ) 的 
解 达 击 十 有 9 的 十 9 人 7) 所 满嘴 的 方程 * 略 去 二 9 一 次 以 上 
的 项 。 . 
当 区 寺 ，8 的 ) 是 周期 为 工 的 周期 解 时 ,(14.3) 是 周期 系数 楼 
性 方程 。， 而 (44.3) 的 特征 专程 与 上 泪 Dip) =0 是 一 致 的 !{ 届 
T (to) = Von y (to) = Wo}, 
当 t= 名 时 二 1 9 一 004.3) 攀 解 是 (0 ma 人) 一 0 = 二 1 时, 解 是 
【二 人 mt), 使 
=6/B00 0) 一 EM/BYyoy 吸引 =9/@m0, mtt) =B9/ay . 
则 (4. 卫 中 45 cy 分别 等 于 
F1t#o 十 工 )， Eatto tL), Tattot Ly Nottot i), 
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因此 利用 变 分 方程 的 特征 根 能 和 判定 简单 周 拓 解 的 稳定 性 。 邵 
与 (3) 式 的 局 期 解 相 庶 的 变 牙 友和 程 (4. 纺 的 特征 根 锯 对 值 小 于 1 
时 ;这 周期 解 完 全 稳定 ; 古 对 值 天 于 工时 ,周期 解 完 至 不 稳定 , 正 不 
稳定 或 迹 不 稳定 。 - 

其 次 考虑 !8) 式 右边 不 含 上 的 情况 。 序 用人) 式 伐 (3) 式 ,假定 
过 的 周期 为 革 的 解 为 (2 全 3 和 )。 此 时 关于 (7( 介 ,人 介 ) 蛮 分 方 
程 诬 4. 多 (= 人， 9 人 提 )) 的 竺 征 根 中 至 少 有 一 个 是 1， 

全 y 映 () 为 严 分 态 程 的 解 ; 出 于 它 的 周期 件 和 @，p1, ps 中 有 - -个 为 二 

因而 4) 式 右边 不 含有 ! 时 ,这 周期 解 不 是 简单 的 。 再 其 次 注 
意 将 届 式 的 周期 解 好 多 ,9 的 ) 的 周期 诬 海 工 , 锭 (2. 作 的 证 明 
那样 


pparexp| (LP + IQ) 


由 于 D1s Pa 中 有 一 个 海王, 识 户 一 由 ， 剧 (好 (tt) 4 yi) ) 在 pa=1 时 方 
同道 生 定 , ps 一 1 时 否 道 不 稳定 。 


15 关于 稳定 性 


前 节 说 明了 (3) 式 周期 解 的 稳定 性 , 象 第 工 章 (DD 式 的 平衡 点 
和 各 周期 解 的 稳定 性 慎 样 ,微分 方程 解 的 你 定性 定义 有 许多 种 类 ,此 
处 简单 说 朋 与 本 论 关 系 较 洪 的 稳定 性 的 意义 。 

1. anynos 的 稳定 在 如 去 t< 十 co 和 肝 , {tz6( 介 ， (人 六) 是 沪 
程 

r=Pilg, y, 1), y=0{%, y, 4) (15 .1) 
的 解 ， 这 里 并 不 息 定 右 过 为 二 的 周期 画 数 , 当然 解 也 不 限于 周期 
上 时。 和 如果 下 而 条 件 成 立 : 对 任意 z 二 0, 可 确定 适当 的 868) 汪 0, 对 
(15. 攻 的 全 一 解 (2{ 可 ,人 洛 ) ,说 当 二 时 
OD = TE) (1)， 而 p 一 1. 一 一 校 考 注 


Ti 
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| 到 (用 — molto) | 8, ottn) — Yo lto) | < 
有 如 在 tf 汪 二 时 
a ot | a yd | i, 
用 《2o 志 加 区) 为 有 NanyHoe 苑 义 稳 定 的 稳定 性 , 总 之 , 对 于 稳 
定 的 解 , 在 它 邻 近 的 解 永 远 逗 留 在 区 的 邻近 。 不 满足 稳定 条 件 的 
解 咱 作 不 稳定 的 。 : 

此 钼 所 述 稳 定性 与 $2 平 窗 虚 的 稳定 手 一 样 。 即 稳定 的 精 点 、 
稳定 的 焦点 及 中 心 点 稳定 。 不 过 对 应 于 名 4 中 稳定 开 扫 遵 的 周 其 
解 不 一 定 在 这 种 窒 疼 下 的 稳定 。 

例如 =yy 9 一 一 02x 的 任意 解 ! 周 期 解 ) 就 有 这 种 稳定 的 意义 。 不 过 
FE=Y Y= — Wr bares, 
除 *==0, y=0 以 外 的 性 总 解 (周期 解 ) 都 是 不 稳定 的 (未 道 是 明 曲 糖 加 十 oao 
十 ae4/8= 常数 ， 对 不 同 的 加 送 有 不 同 的 周期 四 而 开始 时 相近 的 两 点 可 以 潮 
于 分 离 ) ,而 轨道 稳定 则 是 明显 的 。 » 
”2., 汪 近 稳定 加 果 (起 .4 的 解 bo 直 ， 加 二 ) 是 稳定 的 , 县 
对 一 定 的 丰 有 20 存在 ， > 
(to ~ wo (to) ] < , [yy (to) — Wotto) | 8, 

而 关于 性 意 的 解 (二 yy 起) 

lim | 人 声 一 名 全 | 一 0， lm lgy 二 一 加 斧 | 一 0 


成 立 , 风 (人 乓 ，w 扰 ) 称 为 汪 近 稳定 (asymptotically stable) 。 在 
解 (oo 后 ， 加 从) 生 近 的 解 个 仪 还 鲁 在 避 的 沾 近 ， 而 且 当 t> 十 coc 
时 收 租 于 me 划 ， 久 区)， 

§ 2 的 稳定 精 点 , 稳定 焦点 , § 14 的 完全 稳定 周期 解 都 是 放 近 
稳定 的 。 . 

8， 卫 . Trefftz 的 稳定 ” (15.1) 的 右 这 关于 tt 具 有 周期 革 . 
车 满足 下 列 条 忻 (8) ，(8) , 解 (wo (go 日) 称 为 了 reffts 音义 下 
的 稳定 识 汪 (了) 稳定; 


C4 第 3 沉 非 身 禄 尝 粹 的 几 柯 六 法 
(ai 和 丰富 ， 二 | 
tp) 于 (zo! 他 ,Wo( 间 ) 有 一 正 数 2 存在 , 对 于 (15.1) 移 任意 解 
tr 对 (50) 有 
/ (人 一 oo 人 (| ey |y(r) —yolr)!<e, 
央 布 下 式 抱 立 : | 
tim 加 人 一 po 人 | =0, lim yD) — yo tt) | =0, 


此 正 数 。 时 作 (zwo( 介 , go 人)) 的 稳定 度 。 | 

s 越 大 惠 解 的 范围 在 二 > 十 ce 滤 (wot , 和 (但 ) 越 近 。 

(她 稳定 有 为 渐 近 稳定 ,反之 不 一 定 成 立 。 可 是 渐 近 稳定 的 
周期 解 (周期 是 工 的 整数 倍 ) 其 是 (TD) 稳定 的 ,特别 是 $14 的 完全 
稳定 周期 解 为 (T) 稳定 。 再 者 还 有 下 列 显著 性 质 : 

(3) 式 的 《1) 稳定 解 ,是 完全 稳定 周期 解 (周期 工 的 整数 倍 ) ， 
而 在 t-> 十 co 时 ， 周 期 为 工 整数 傅 的 解 接近 于 完全 稳定 的 解 (证 
略 ) 。 实 际 上 在 焉 者 有 系 纺 发 生 这 种 周期 运动 是 很 多 的 。 这 个 事实 
可 认为 说 明了 这 一 问题 。 “”* 

4 无 限 小 稳定 或 -一 次 稳定 ” 当 上 > 如 时 , 与 (8) 式 的 周期 解 
Wot ， yo :8)} 相应 的 变 分 专程 的 全 部 解 为 有 界 时 ，(wo (2)-, Volt) ) 
时 做 无 限 小 稳定 或 一 次 稳定 。 将 (wo) 十 2 加 (十 从 可 为 (on 全， 
yo 区 的 近似 解 , 变 分 太 程 郎 为 在 人 D) 所 满足 方程 中 略 共 &,5 二 
次 以 上 的 项 。 这 就 有 无 限 小 或 一 次 稳定 的 意义 . 

由 于 周期 解 的 先 至 稳定 性 与 其 相应 的 变 分 方程 的 特征 指数 有 
负 实 部 是 一 致 的 ,所 以 完全 稳定 序 为 无 限 小 稳定 。 完 全 不 稳定 , 正 
不 稳定 , 逆 不 稳定 的 周期 解 此 不 为 无 限 小 稳定 。 稳定 部 为 无 限 小 
稳定 , 道 之 不 一 定 成 立 。 某 周 期 解 对 应 变 分 方程 的 特征 指数 是 永 
睫 数 的 场合 ,特定 周期 解 是 天 稳定 一 般 有 必要 作 进 一 步 的 研究 ,这 
问题 是 困难 的 。 


一 一 人 
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在 实际 问题 中 用 无 限 小 稳定 代 赫 稳定 , 简称 之 为 稳定 。 在 无 
展 小 稳定 性 里 , 处 理 的 是 继 性 去 程 关 题 , 这 是 比较 容易 的 。 
坷 如 ”2 十 br3= A ens mt - 
具有 局 期 解 zo 时 ,zo + 为 其 近似 解 一般 地 i 人 二 安 |50 人 地 |， 外 部 
附 尖 § 两 次 以 上 的 项 0D 必须 油 是 00D 所 对 应 的 蛮 分 左 要 
FE 十 【aa 十 号 bo (的 二 一 人。 
这 个 Hill 方程 的 解 于 t> 加 全 部 有 办 时 ， “4 人) 为 万 限 小 稳定 。 双 通史 从 的 
Fourier 展开 福光 
TH om tr CDS wt th sn wt 
如 略 去 +… 部 分 ， 其 变 分 方程 是 Mathienu 方程 。 对 型 athiau 方程 解 的 性 质 
要 作 进 - - 步 的 硝 冤 ,三 能 利用 无 限 小 稳定 的 简 答 。 
及 Hil 厂 程 ， Mathier 方程 为 周期 笋 数 一 阶 线性 方程 , 解 如 有 界 下 作 按 
定 , 解 如 无 界 咋 作 不 稳定 。 


818 一 至 朋 界 性 @ 。 


此 处 在 一 致 有 界 性 的 假定 下 研究 (8) 式 的 解 的 性 质 。 
在 威 裤 的 菜系 航 中 可 能 有 报 幅 局 大 的 情况 。 例 如 方程 
w+f mr+r= A sint, 
除 有 f(m)>0， | 上 Wi|<a (ka 与 = 无 关 ) 假定 之 外 ， 
还 有 4> 2 什 滤 和解 2 直 在 十 oo 时 #2w 为 无 界 。 
全 和 (3) = TW) dn, 
tC 008 t+ Oa sin t+ 上 Sn G8) (Ad sin 如 一 下 全 
一 Ceos t+ Ca sin t—(A/B)t eos tL (A/D ONsint — | Cos (1 ~ 8) ¢ {9) dy. 
呈 处 最 司 项 的 和 粮 对 值 不 趣 过 民 ， 
因此 将 象 这 样 的 情况 除外 ,考虑 下 面 一 至 有 界 性 的 规定 : 
存在 卫 汪 0 和 正 幕 数 主 ,对 (3) 式 的 任意 解 (4, 人 ) ;在 去 = 和 
有 以 原点 为 中 心 吕 为 生年 的 加 ,而 在 t 加 十 六 水 温 留 在 这 图 内 。 
各 ”此 节 和 学 省 可 以 咯 法 。 


6 第 3 章 ” 非 自治 又 坟 的 几 全 方法 

在 有 这 种 性 质 的 情况 ，( 约 式 叫 作 一 致 有 界 的 四 ,实际 间 题 中 
只 有 这 种 性 质 的 情 光 是 很 黎 的 。 

当 (83) 式 为 一 至 有 界 的 情况 时 ,在 平面 上 有 具有 下 列 峰 质 的 点 
梨 S, 称 为 最 大 不 变 集 合 (省略 ) : | 

1) 8 为 有 男 连 通 的 著 代 合 时 ,变换 攻 保 侍 不 变 。 郎 六 的 点 坡 
谈 坟 人 仍 变 为 访 的 点 。 

2) 8 的 余 集 合 (不 属于 8 点 的 集合 ) 加 上 无限 远 点 为 一 个 单 
违 通 第 人 台 . 

3) 油 点 Po 不 属于 8, 当 w >oc 肘 一 JT" (Po)- 到 分 党 近 沪 ， 

4) 5 至 少 有 一 个 不 动 点 。 

5) 不 动 点 ,周期 点 ,回归 点 此 属于 ， 

6) 对 面积 于 少 型 , 5 的 面积 为 零 。 

”7 8 仅 由 一 点 租 戌 的 场合 , 周期 为 工 的 解 习 有 一 个 , 其 他 解 
在 t-> 十 co 时 些 收 项 于 这 个 周期 解 。 . 
基于 83; 作 简 单 的 说 明 。 仿 考虑 当 p 充分 大 及 1 一 如 时 满足 
wo (to) + (to) Ep? 
的 解 的 集合 。 在 i= 二 十 开 的 切口 表示 为 点 梨 及, 当下 -> co 时 总 
苦 近 8， 

甚 次 考虑 关于 周期 解 。 假 如 有 一 致 有 界 性 , 划 ( 人 9) 式 至 少 有 一 
周期 为 工 的 解 (上述 (4))。 在 这 种 场合 中 , 若 周 期 解 鹤 部 是 单 釉 
的 ; 旭 可 证 明 下 记性 质 ( 证 具 ) : 

DD 周期 为 工 的 解 的 个 数 为 NN,, 其 中 完 双 稳定 和 完 双 不 稳定 
的 个 数 为 O1, 正 不 稳定 的 个 数 为 D1, 道 不 稳定 的 个 数 为 石 , 刚 

1 十 了 一 3 十， 站 一 中 十 五 十 五 -= 全 万 十 二 
从 而 周期 为 工 的 解 的 个 数 为 奇数 。 

2) 次 > 了， 关于 周期 (最 小 周期 ) 为 三 的 解 的 个 数 和 上面 

三” 也 叫做 六 炎 夭 煽 ， 六 是 大 范 国内 散 通 的 着 是 。- 械 者 注 
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一 样 表 示 为 六 EO De Tr。 莽 当 上 汶 闸 数 时 ，Cx 十 二 DDxy 江上 
一 2 而 上 为 偶数 时 ， 
Oe le—= Drit 2 Ne=—2tD: + ir), 
从 而 周期 了 LE>1) 的 解 的 个 数 为 惕 数 ， 
证 明 俯 略 , 简单 霓 米 ,可 以 考虑 利用 指数 。 在 平面 卫 上 不 动 点 (或 者 周 期 
点 ) 的 附近 撕 - -小 图 己基 中 让 有 -于 他 不 动 点 【或 者 周期 点 1 妇 上 -一 点 天 祝 
正 向 一 局 时 ,向量 PF (P) 或 者 ETxfP) 的 箭 角 变化 为 2mz 划 8% 称 为 这 不 
动 点 (或 周期 点 ) 的 指数 ， 完全 稳定 ， 完 侍 不 稳定 ， 通 不 稳定 不 动 点 的 指数 是 
+1， 正 稳定 的 不 动 点 (或 周期 点 ) 的 指数 为 一 1 利用 这 种 性 质 ， 可 以 下 明 上 
壕 (1) ， (9) 。 | 
此 处 不 加 旗 明 地 再 提 册 最 天 不 变 集 全 的 几 个 性质 。 关 于 方程 
的 形式 和 请 的 形状 之 关 的 关系 生 道 得 还 不 太 脏 类 。 才 上 问 交 壕 稚 攻 
是 充 修 沧 滑 的 单一 半 曲 部 , 旭 通 过 五 的 点 的 解 在 图 环 面 上 能 用 蘑 
一 阶 积分 太 程 的 积分 划 姥 表示 ,上 则 下 面 1 或 3 成 开 ( 证 典 )。 
1) 在 通过 下 的 点 的 解 中 有 局 期 mLtm 是 正 整 数 ) 的 解 。 非 
周期 的 解 当 t 一 十 oo 时 ,有 四 饿 于 这 局 期 mi 上 的 解 。 
2) 通过 及 的 点 的 解 一 般 写 为 ~ 
rs—Ft, pvt, y=G l(t, vt), 
此 处 了 8) Ht, 5) 者 是 对 1 和 3 周期 为 的 图 数 , 面 ?为 无 理 数 ， 
一 般 衣 素 ,下 (从 而 有司 的 形状 不 是 简单 的 ,最 勇 单 情 况 中 访 仅 
由 一 点 粗 成 , 例 各 下 列 三 种! 精 尖 之 一 (zf 一 y， ? 册 是 周期 为 + 交 速 
粮 卫 数 ) : . 
1) s+f{lo a+r= wt), 
fm) >0, | 7 dz 一 土 co。 
9 wr tp , 
F(0) =0, JimF (TF) >0, 


3) w+ OF (4D) = = 


TT -= Er a Lr CM "一 


U8 第 38 章 非 自 滞 桑 纹 的 几何 太 注 
fm) 0, -lim f(2} = 二 oo fF(0)=0. 


0 充分 大 或 者 g(t) ,到 分 小 。 
以 上 三 种 的 任 一 种 情况 中 , 羽 有 一 个 周期 为 上 的 解 ,其 他 解 全 
部 胶 仁 于 这 解 。 
理 革 一 例 ， 
r+famrtiogtr 一 由 (人 有， 前作 十 也 一 让 (前 了 (en 0 
是 面积 减少 型 的 , 故 六 的 面积 为 霉 ; 但 S 未 必 有 限制 于 羽 由 一 点 组 
不。 秽 加 + 
t+ Mor e+ mbes — mF eos wt (18.1) 
在 0<ug1，85>0, 6>0, os 的 假定 下 来 看 8 的 形状 ( 群 移 套 
关 第 4 草 )。 妆 w+ (vmeM5 庆 一 成 ; 而 当 忆 计 1 
,i Ce 十 (M3 /2)ne 时 ,根据 了 不 
i 同 的 值 , S 有 不 而 的 形 固 ( 图 
16.1) 。 今 互 由 0 逐 源 境 加 。 
Pp <iolw) 时 广 蚌 一 个 完全 
a A 响 ， 稳定 不 荔 点 :图 18.1(1)); 
多 3 过 Folw) 时 , S 各 图 
图 16,1 18.102) 那样 ; 娃 处 4s 和 0 
是 完 邓 稳定 ，B， 且 正 不 稳定 不 动 点 。 在 了 增 大 时 ，Bs 党 近 Os， 
加 图 16.1(3) ;当下 到 达 玉 (中 上 时， Bs 与 Cs 重合; 了 超过 (0) 
时 , 访 习 有 一 个 完全 稳定 不 动 点 (图 16.1(4)1, 此 处 
Fetw) —8(81D) [ew Qe — Cu?— B07)? 3], 
E(w) 一 8(8]15 ~ Ye (vw? — Be 3 ， 
w= Dn 
可 昂 当 方程 所 含有 的 某 参 数 (这 里 是 五) 如 粮 变化 时 ,8 的 形 
到 可 有 不 巡 粮 的 变化 。 


第 4 章 ” 非 自治 柔和 统 的 解析 方法 


在 实际 例子 中 ,用 着 程 
tw nfm, x wt) Omel) (4) 

显示 振动 瑰 象 的 重要 事物 是 很 多 的 ,本 章 讨 明 这 兴 程 的 解析 处 理 
方法 ， 这 里 Jo 四 是 ,VY 8 的 实 解 析 图 数 , 日 是 关于 2 以 25 
为 周期 的 周期 画 数 。 

(由 式 的 解 的 形状 和 他 ) 式 不 一 样 , 写 不 一 定 暇 制 在 周期 解 。 但 
由 于 周期 解 重要 , 所 以 在 $17~§ 20 仍然 座 述 周期 解 ; § 21, § 22 
讼 明 一 般 的 近似 解法 。 同 时 由 这 种 解法 所 得 到 解 的 性 质 在 实际 现 
象 中 所 适合 的 程度 剧 在 8 28 襄 明 。 


59 征 动 法 


妾 上 一 0 时 ( 抽 式 的 解 常 以 25 为 周期 。 当 0 过 uw 区 1 时, (由 式 
是 否 具 有 周期 9/a 的 解 是 个 问题 。 实际 上 ，o 的 信 接 近 于 于 时 
(与 有 有关} ,一般 有 周期 为 Sryo 的 解 存在 。 这 里 来 叙述 由 存在 
茶 件 和 报到 法 求 周期 为 2x /ow 的 解 的 万 法 ， 

取 i=T, 变 T5 为 狼 立 变数 , 代入 (各 式 半 处 下 列 方 程 : 


wp" + fC, wp', 工 十 人 ) , (人 到) (17 ,1) 
好 王 


这 里 十 右边 用 ?二 5 代 7 以 恒 求 得 潇 是 2 0) 0 的 周期 解 。 应 
用 第 2 章 89 的 上 &， 此 处 为 了 简单 仍 全 用。 出 

TT 二 wo 二 Wi 二 (17 .2) 

代 大 (27 ,了 用, 分 点 的 蚂 服 数 的 各 个 了 系 数 汶 相 等， 由 二 最 

mm 一 二 037， 所 以 or wm 可恨 交 确定 (ws 具有 2x 周期)， 这 个 过 牧 


{0 弟 44 章 非 自 荷 肝 统 的 解析 矿 半 


和 $ 9 相同 , 所 以 省 略 不 写 。 叭 一 不 同 之 处 是 这 里 了 明显 地 舍 有 
r， 因 此 要 注意 含有 未 知 数 5 


FE 可 


户 C4 = 于 |，Eeosrar， 


gt 对 -二 | {Fisin sz ar, 
[f= 了 f(A co08 TT, —AginT, t+), 
有 对 捐 了 于 (9.6) ，(9. 放 下 列 关 系 成 立 : 


Fd, 0) 2wd =0, (Jr .8) 
人 (有 4 5) 二 0, (C17.4) 

闻 时 对 应 于 条 性 (9. 包 有 
A'Bg (Ad, 8) 70440, (17.5) 


丙 对 满足 (7.3) ,I7. 和 的 志 , 5, 中 (17.5) 成 江 , 象 上 本 所 
述 一 样 , 确定 航 数 (17.2)。 省 是 雷 收 伐 是 一 癌 题 。 此 处 不 来 直接 
表示 下 化 性 而 代 以 关于 解析 的 周期 解 的 存在 问题 。 
首先 ;不 难 知 道 微 分 方程 
E+ a (Ey, Bo, wt +B) [17 .061 
胡 初 站 知性 rt 一 由 £0) =0 
是 和 王 列 积分 方程 等 价 的 : 
TH) = A eos t+a| fre HI) 二 sn sids. «Ir. 站 
在 闭 区 域 
lz—A|l<3|Al, |y|<314l, |#|<x, 
17 (ay 9 们 | 的 最 大 值 丽 为 并 ;在 4<| 4 (3x 对 时, {17.7) 的 解 于 | ?| 志 3x 
一 福 丽 可 用 逐次 帝 江 法 表示 由 来 : 
ri-Acost, Fis=—Asni, 
到 


Ff ， 
Tt A eost tna| 下定 和 【有 Es) 二 六 Sin 侍 一 中 全 8 
0 “™ 


er 
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顶 演 作 纳 zt 人 人 4 一 了 2 …) 因此 在 [六 述 条 作 下 ,在 |t| 志 3x， 可 直接 理解 
有 . 
[Iz Als3t A ls? 安 3 引 4 | . 
攻克 机 , 

d= [ED ty ED | + ED — RE) | 


在 量 
zs—Al<3)A|l, Jy|l<3|4|, jj] < 
时 四 于 满足 
af yO EL, fylry yy 2 | SL 
的 工 存在 ;所 以 
dn +t | 
和 di2uld|t| /KO ， 
因而 
dA Qu) (Du) Et || . 
以 而 . 
em) od SY dad 0 
ch Ler 所 | 
因而 当 oo 时 ， 


| tnt CE) — (FY | 
一 但 收 状 二 雪 。 同样 ， 
， 下 { — tt i€) | 


世 一 至 必 多 于 敌国 此 
人 ] TA 


分 加 一 竹 收 项 于 2 站， 人 ， 因 洲 
mt = A {a0 dt ， 
故 
z=—A+ | yat 
疏 y 二 4。 议 表 示 了 在 | 计 志 3x 07- 六 的 解 丰 在 。 


那 示 (17. 让 用 和 解 
区 二 (5) 


闪 ” 原 书 澶 di 二 24Tdi 1|， 一 一 - 校 者 注 
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具有 局 期 工 二 3x/o 的 条 件 可 写 为 
向 {2 人 A ,A) =A ar = 人 0 (17.8) 
此 处 由 也 “一 0 的 情况 中 ， 
w=1, fi; A B00 一 芝 CDS 
所 以 对 性 意 的 44417, 马 成 立 ， 在 4 大 0 的 情况 ,有 则 没有 这 醒 膏 ,让 锭 下面 那 样 
班 仔 烟 作 , 印 。 


Dx /四 一 2 二 dg。 
代 大 寺 1 纺 而 戎 感 下列 式 于 : 


PeP(ld,B, 9 wun li(A— yr tn; 4d, $, 2)) =0, | a7.9) 
= 二 =D， 
时 成 下 列 形 式 : 
P= An-Ii— eo Hn) 
党 六 十 内 莉 " - = 
+ Rta ER sin (sg — nn) ds =0, 
(17.10) 


0 =A alin wn 


-| p(s), jt{8), wad) og {8— nm ds=0. 


因此 ,0 此 为 45 14 和 3 的 解析 页 数 。 而 (好 .8) 在 wb 时 了 -00-0 一 
。 般 不 为 恒等式 。 4=0 时 卫 , 如 向 别 表 以 Po Go, 如 
[A= eo08 8 —d sin gy 38+), 


Po=Po(A, =| LJsin ds, 
1 (17 .11) 


Vo = A 7) =4s—|” Lf jeos 3 ds 
藻 症 = 7 二 103 0 一 站 六 中 4 一 灿 ， vo 一 由 癌症 一 加， T= ot 站 二 高 肘 涂 | 
上 oPo Qo /aLA4, {= A )#0, 峻 在 羔 二 科 的 分 这 前 朋 了 能 克 
定 出 收 租 的 埋 胃 数 4==4() ;5 二 p(w) C410) 一 4p 9(0) 二 0) ; 满足 
Plies Bboy ens A =0, QA boy F023 2) =0. 
又 明显 地 
人 A4Af) , 00 3 a 
和 和 半期 
3 fm — Br A Cn) 
枉 A 一 日 的 邻近 有 关于 上 的 在 刚 解 . 


nr 


ly 摄 区 法 i 


雪上 上 上海 形 了 和 的， 可 郧 在 某 些 条 件 下 ( 酌 屁 (7 .3 ,C17 .4 
的 4, 38， on 对 (17 .及 成 立 ) , 方程 (17.1) 在 =0 的 邻近 处 有 周 
期 为 2， 对 卢 为 正 罗 的 解 人 47 .41 中 的 Po 一 0, 名 =0 分 别 对 应 
于 和 7 4) ， 人 六 3 ， 上 齐 的 

Oo, Qo iO(Ad, #0 
剧 对 应 于 已 7 有 。 将 这 般 写 作 
wr — A, Cog T 二 1 (7) 十 TT) 十， 

rv) 2 要 上 2 为 周期 ,以 此 节 开 始 所 述 的 方法 决定 之 。 

由 (17.10) 消 洪 6, 于 2/o 一 2 十 un 将 六 写 为 吕 的 关 了 柔 式 

加 (本 人 9， i} =0 
霄 示 平 面 (o@，4) 上 的 曲 颖 称 为 共 扩 赐 糖 。 沁 可 用 上 由 
Fold,o0)=0, Gotd ,nm) 一 人 

导出 的 关 有 二: 下 人， w) =0 近 俱 地 代 赫 。 


对于 渍 是 
Po(A, d=0, Wotd, $1) =0 
和 4oy 和 90 在 
GPoy Hn) /5, 1 二 有 
或 者 


Cs Yo /I(4, D0 

肝 , 司 直面 一 样 ; 在 和 普 种 情况 每 泪 足 (17.9) 那 伞 沐 确 定 痢 

本 一 则 0， d= 一 3 0) 一 各， 人) 一 用 

A=At, 一 8 人 oa) 得 可 -Ay 5(0) = 和 
(60 9 9 本 (D0) 是 上 5 的 收效 窒 条 烤 )。 这 里 考 息 前 -~ 种 请 况 ， 即 
臣 = 4 为 固定 的 情况 ， 罕 壕 求 解 的 方 苇 。 将 3 和 二 大 十 和 (17. 鸣 人 天 
(7 由 4# 的 短 为 等 值 确定 wywiy5,: 四 Xo: Gos 7 可 硝 害 mn (R32 1) ; [ 
由 元 程 右 过 不 能 有 人 沼 Sin 5， eo0s 7 的 项 来 确定 ww 1; 这 就 有 了 秆 大 条 性: 
Zr 区 ) 二 有 0 一 0 的 解 , 这 时 


各 ”下 向 第 两 种 下 同 的 情况 , 一 些 先 固定 4 ，4 一 各 ;的 一 :种 是 毕 轩 证 用力 二 mp， 
一 一 过 省 建 


?4 第 4 章 ” 非 自 党 寻 壕 的 瞬 析 玉江 
nt 0) 一 人 {A Bo To) 一 上 
满足 
do dn, fot = — SR) 
对 于 


BCPos Oo /O08, 由 一 如 (BA 二 ) 
而 ”0 鞭 定 人 7.3 收 数 的 充分 条 件 。 
此 节 罕 述 的 方法 名 = 和 园 定 的 ) 是 在 对 满足 Po= 即 = 的 4oy joy m 而 对 
于 
OtPoy Bo /ELAd, 让 = 4 (GPE) +0 
时 的 充分 条 作 。 例 如 
+r) + ens wt Fh) 
的 消 况 ; Puy/e4dsD 击 和 
BP /= — a eos 8 
Po= 颁 郎 3 一 0 wy 而 87P0/ 吕 计 0, 
以 上 是 (4) 式 的 周期 汐 25/o 的 解 的 求法 , 其 次 糖 出 制定 稳定 
的 条 件 . 
风 wt 一 5 代 大 后 得 (17 .1), 零 (17 .了 周期 为 2:t 的 解 是 zol7T)， 
gotT) 于 雇 的 变 分 方程 为 
wa — wo{fa} E+ (I—nl fl) =0, 
{f} =f (volt) ewan (Tt) T+), 
把 它 写 万 下列 形式 : 
二 二 RE) 二) 十 
+ (i+ug(T) + i galt) 十 一 人 0。 (47.12) 
ET) oz) 萌 为 (17 .19) 的 解 ,满足 (0) 一 1, (0) 一 0, (0) 
一 0 9 9 =1， 研究 m0(7T) 的 稳定 性 , 就 要 知道 28), [250)， 
7(2m) ,mr)。 子 是 将 
ME 1 (47.18) 
入 一 和 十 1 Fw met 


代 大 17.42) ， 其 


$17 拒 动 法 ?6 
E00 二 一 一 (E00 )， 
ED =1, OO =0, 各 0) = =0 n=i1%, 
从 证 
EolT) 一 GOg Tr, 


: | (17.14) 
ET) | [htOsin 0— oi(0) e008 Osints 0d0. 


同样 
rmtT} =An 7, 


= Te17.151 
NE) = 一 | [oO gin 8- hi (0 cog 1sin (一 的 友人 


其 次 , 酸 
Lo=t(97) 28) —é£' (Qn)7427), 
M:-14— [tr) + 2)] 二 了， 
N=1+[£(2x) 十 9 (2 7] 十 无 ， 
有 按照 第 3 章 14， 
DO=L, DI(+I}=WH, D(C~1)=N, 
国 评 woktz) 基 : 
]) 当 工 1 ML>0, 不 >0 时 ,完全 稳定 局 期 解 ; 
2) 当 了 -> 及 0, 下 >0 时 , 完 公 不 稳定 周期 解 ; 
3) 当 开 <0 时 , 正 不 稳定 周期 解 ; 
4) 妆 六 <0 时 , 道 不 稳定 所 期 解 。 
由 (7.13)， 
Lo1+{é 25) + 27) J t+ , 
M= [2 2m) | 
N=3+2[é 257) mt 2) wt 
此 处 出 于 让 2-0 (pg 才 了， 所 以 在 (由 式 中 不 会 出 现 道 不 稳定 周期 
解 ， 
和 @” 原 韦 方 插 号 中 的 “十 7 导 孝 有“ -一 核 者 泪 


76 第 4 章 ” 非 自 泊 骤 入 的 朋 析 方法 
其 次 ,由 (17.14), (17.15)， 
各 明证 
E (DE) = | [gO0) 00s 0— td)sin 01gin 0 080, 


明 宽 

E25) -| [一 9i(g)eos6 十 和 (9g)sin oos 900, 
时下 

pp CQ) -| Fh (0) eos 68 十 六 (的 gin 01sin 8 98, 


(BwY) 一 -| Fh (A co d +g (Hsin Olecog a0. 


尹 一 方 男 , 由 《147.12) 
h(t = [fsl=—ftAcog tT, — A gin +r, T+), . . 
g1(7) = — 2 —{f,) (17.16) 
=—2w fe(Acos r， —Asin Tt, ++). 


下 好 
[fz] =an;2 Yo Cog mr 十 局 ， BID nT), 一 
[ = TY0/2+ 宛 (Yn cos mr + 6, sin nT) ， | C1) 
出 
和 (2m) 一 避 (Yo— Ba— Ys), 
二 123) 一 可 (ol 十 oo 十 oa 一 a) 9 
"1 (So 一 可 (aa 一 ao 一 03 一 和 ol) 9 
和 Wm (2m) = (B+ Yo Ya). 
Hi 


si) 十 TS ) Yo) 
6 2) (Qn) -Cr) my (2r) ~ TE Mo, 


其 中 遇 o 一 (4 十 oa) 十 3 一 (oa 一 53 一 (6 十 ys)2， 所 以 
下 一 工 二 第 Yo5 十 …， 


$17 摄 动 法 77 
MM= mW， 
N= 十 27T7Yo0M 十 …， 
烷 合 详 上 记述 ,从 {17.1 站 确定 os， 有， yn 6 算出 
形 。 一 (46 十 ao)3 十 3 一 (as 一 Ga) 一 【有 3 十 ?sa) 
有 划 关 是 的 周期 解 的 稳定 性 和 判别 万 下 : 
7o<0, 型 "0 时 ,局 期 解 光 全 和 福生 
?os>0，Ho 0 时 ,周期 解 完全 不 稳定 ; 


Mo<.0 时 ,周期 解 为 正 不 稳定 。 
亩 有 ,这 蛙 不 出 现 逆 不 稳定 的 周期 解 ， 
此 外 ,下 列 关 系 成立 : 
dw Mi 


(co 十 Cp 一 3 十 a) 一 人 


dA 4d 
这 可 证 明和 如 下: 3 4 Dt + Oa) 


十 总 Me . (17.18) 


由 (7 .多 和 
dl uf a 1 a fw 
一 duy | [Lf leos r dr +0 0). 
因为 | 
Lf jeos rdr=|™ f(a eoa(t 一 站 一 三 sintT 一 咎 ;TfT)G09 (TT 一 从 dr， 
0 0 
因而 


二) [ 了 jeeoa T dr =-5-[no + 一 十 (YoY Bo A(06/24) 

史 - 一 衣 和 而 ， ， 
网 [ 门 sin 5 ar=0, 
9 
大 
(Ba YC— Yn) 十 C4 十 oo — ta + Ba A (B/DA) 一 
从 页 
(dw + ao— cat ds) (a tw fa | 
一 和 (和 43) (do a td) (dwr + ow — ca + a) 
十 tABa Fy 一 (Ba 十) 十 DC 


1 第 44 合 非 自 党 系 硫 的 租 析 上 方法 
=ntd) I dt tie Bo (s+ To, 
于 是 共 拔 曲线 和 狂 球 44 /dw 的 正 负 号 序 由 
二 0 C0 二 1 

和 Mo 的 正 鱼 导 确 定 。 

及 考虑 将 mo 固定 了 的 摄 动 法 , 对 于 满足 Po 一 0，Q@o 一 0 的 
A ,7 

(Po, Qo0) 18(A, 5) = (m4) AM, 

(这 计算 是 容易 的 ) 。 在 WoxD0 时 ,这 是 收 吉 的 光 分 条 件 。 

在 完全 种 定 解 邻近 的 解 ， 靠近 它 的 速度 , 由 (13.1) , (14 .2 可 


知 , 以 exp(pm7yo) 为 其 特征 {[P -0, [Qs] = ptf | plalat 
= jyo). 全 

下 面 举 出 取 ww(o) =1， 周期 为 aryo 的 解 的 求法 和 币 锣 
稀 定 性 的 例子 。 这 些 例 子 的 网 理 内 容 在 以 后 再 吉明 (§ 28)。 


酌 土 芝 十 ne 十 让 十 DT 二 HF e083 of 从 二 认 放 1c0) ， 
首先 求 周 期 解 
[了 一 ed atmaT 一 bd3ecnSeT 十 GogtT 十 站 
由 (17.3) 
Ad Foosd— 3d/4=0, 
由 (I7.44) I 
dF sin $=0. 
由 条 件 (17.5) 4e+0， 固定 3, 用 报 动 法 可 得 局 期 解 ， 
to::Aoos ty w= (3/3 LA (24) -10Fa od 13， 
TI Awy eoa T+ (dE bd eos 3 
此 闪 , 共 振 曲 和 芒 时 卢 程 是 
中 一 荆 十 34 十 站 (9) 一 人 二 (44) bd 十 (CFA .43 一 CE 人 十 全 7 
图 17.1 是 下 作 省 种 变化 时 的 图 形 ; 丰 图 为 b>0, 右 图 为 <0 的 情况 。 
图 中 虚 米 雪 示 共振 砷 欠 有 带 直 切 矿 的 点 的 未 下 , 它 的 三 程 是 
w= T+ Bb A Bad dean OF 


者 


gr 入 动 法 To 


天 1 
若 b>0 当 上 齐 分 小 时 ;证 
2 民工 十 AA Se 
对 上 旺 2 周期 解 凡 有 一 个 ; 亦 
i 了 十 AA Sem, + 
对 此 w, 可 确定 记过 Pol 或 站 (6) 二 下 时 周期 解 有 一 个 ;而 


= 
Folm) TF < 
时 * 丙 期 解 有 三 个 。 由 图 17. 荆 这 是 明 遇 的 ; 而 fos Ft 也 窑 易 计算 出 来 (其 慎 
在 # 全 最 若 )， 同 样 可 证 葬 PP<0 的 稍 况 。 
共 次 研 尝 小 面 所 求 周 央 解 的 稳定 性 。 
[ 站 | 一 一 (人 /2 和 4 人 十 eOSSTrT [站 一 二 一 总 
a= B/E PA Bs=0, Te 一 一 芭 ， 33 二 0 
Wo = Cg — B63 + de (0/4 62dt, 
以 者 
bs 了 十 [人 /Pd 十 六 十 和 一 一 车 癌 十 机 。 
当 b>0 时 ;在 
ub , 
由 于 祈 才 0 和 6) RA >0 所 以 订 ,二 0, 在 
wt NR Db A 
由 于 六 >0 Wo 和 Qt 多/ 旦 叶 , 战 而 在 不 总 闪 侧 计 0 二 0, 条 人 节 于 ,> 0. 
结果 是 , 在 虑 总 由 倒 对 注 的 周期 解 是 正 不 稳 计 的， 在 姑 便 对 诺 的 周期 解 完 孚 
稳定 。 和 再 辣 , 在 了 < 时 也 可 得 到 癌 样 的 梧 果 。 


过 
了 


80 第 4 章 济 自 衫 又 入 的 解析 疗法 


例 EF le em Al 
{17 .3)} 是 
I 让 DR 二 2 和 = 人 0， 
(7 ., 抽 基 
A A Fani=0, 
(7 ,5 是 
届 间 一 二) 六 从 。 
固定 和 ; 根据 手动 小， 
oO—= eo8 FT dwi= Fd-3— (1 — A/4}3, 
T= Ad eog T+ (3/32} A sin tC— (1 /3 A gin 3r ，.…. 
其 次 潜 处 稳定 性 ,由 
[fii=Aan2ry, [fsl=1- 048) (+ ens 27)1 
to 二 a 二 和， 一 A 二 2 一 A Ys 一 一 上 丰 /2， 加 二 必 ， 
Ho=16La+ (LT— A (1 34 /4]. 
对 0 一 0 是 fory42) 平面 上 一 个 本 图 ， 其 中 心 为 (0,8/3) ,其 短 轴 (长 1/v 了 3)， 
. 长 朝 (长 39/3) 分 制 平 行 半 w- 轴 和 小 - 轴 。 在 这 椭 图 内 赣 ,<0; 椭 加 外 
和 o>0。 从 而 要 图 内 的 点 对 应 的 周期 解 是 下 不 稳定 ， 椭圆 和 外， 才 <2 时 完全 
不 各 是; 者 >2 时 完全 稳定 (图 .2 和 0。 | 


A 
4 -~ 
i ~ 
再 
可 
ee 
上 时 
也 一 一 一 La -一 一 一 Ca 
- J- 和 “~ 
ir 
二 一 ~ 四 
ey mo 
oo 
TT ms 
-~ 二 
ty 
心 - 和 
图 17.2 网 17.3 


大 图 由 各 的 比 货 尺 水 司 ， 刁 回 = 的 最 有 点 让 地 为 li 18 
二 00.89，-- 一 杰 者 注 


$17 摄 动 法 : 61 
图 17.3 是 同期 27 jw 的 周期 解 的 个 装 和 它 的 稳定 性 在 平 醒 (oi; FF9) 上 的 
图 孙 规 。 图 中 了 77， 777, IT 四 个 区 域 的 边界 由 下 列 方程 答 出 ; 
正人 2 (8B/27) L860 + 1— (1— 12w2) 2], 
FS(og) = CB/27) [86wt + 1+ 人 一 12o9 3]) 
PW) = Bo 1/2, >1/16. 
周期 为 2x7a 的 解 ， 在 了 中 有 一 个 , 完全 不 稳定 ; 在 II 中 , 完全 稳定 , 完 
全 站 稳 定 和 正 不 笑 兴 种 一 个 ,共计 三 个 ;在 I7f 事 ， 完全 答 定 两 个 ， 正 邓 稳定 
一 个 ,共计 三 个 ;在 IF 吊 | 完 全 稳定 一 个 。 
鲍 吕 昔 寸 HoE 十 十 Dwg (oo08 2wt)T=0 (tc>0,0<n 和 E11). 
求 周 其 为 27/w 的 解 。 由 于 (7 .名 不 成 站 ;所 以 可 用 国 定 59 (或 必 ,而 不 
用 固定 383. Po==0, 如 = 二 0 是 | 
ed ein2%=0, fn/m) + (B/D d= os 0 
同时 
Mi = lobaAd? 008 动 ny 
所 以 | 
bg 008 Bh0—= 上 和 oz) + 37/ ba 
这 人 肝 由 摄 却 侍 可 得 下 列 解 。 即 于 
war + sewB -abr yt og BLT 二 一 个 ， 
bt 一 和 十 FE 十 FE 十 二 十 Ne 
此 志 上 的 同 次 幕 项 ， 首 先 有 2 一 几 ecog 5， 其 交 有 确定 和 (2 了 皮 矿 程 ， 模 
据 右 按 Fonrier 展开 式 不 含有 sin + eos 5 的 项 ,确定 zs 1(0) ， 843 寿 硕 次 
求 0) = 二 0 的 解 。 共 中 zn (0) 未 定 面 斤 腿 局 期 24 调节 mt。 这 样 担 于 的 
局 期 解 , 当 关 y> 避 时 完全 稳定 ，Hp <<0 时 正 不 稳定 。 特 别 在 一 工 遍 9=0 由 
场合 cc 三 |9| 时 有 2 周期 的 完 至 稳定 解 (手中 
其 在 5 一 0 {线性} 时; 老 感 固定 4 而 永 固定 1。 这 时 在 
BPos QD) /Ot n= — DrAMg coos B40 
的 情形 下 可 硝 定局 期 解 ( 闫 的 .这 时 站 ,= 为 周期 柔 妆 削 次 六 性 方程 (这 是 
讲 碱 的 Mathien 方程 ) 的 解 。 岂 此 和 解 的 形式 可 知 深 有 完 双 稳定 的 诗 期 解 , 若 
5 二 人 荐 成 为 非 禄 性 型 , 当 e< 19! 时 有 尘 全 稳定 的 周期 解 (天 0 ， 


各 ”这 个 图 说 有 有限 纪 例 抽 ,等 蒜 上 区 域 i 并 和 殷 趟 。 栋 者 注 
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818 起 性 化 法 


第 2 章 $11 的 本性 化 的 方法 也 适用 于 这 种 情况 。 个 wi 一 Tt， 
方程 .. 。 
ww w= fm wor, T) 
有 近似 解 | 
v=p C09tT 一 上 ， 一 一 PSin(T 一 们 《p 是 求 定常 数 )， 
将 ffip eos (fT 一 和 从， 一 pw sin (7 一 从， T) Fourier 展开 的 基本 谐 波 
项 方 人 pp, 内 6os (Tf 一 咎 十 (py 的 nt7 一 办 近 栅 地 以 [ftp, 
一 人 py oo]p 代 之 , 划 导 出 等 价 核 性 方程 
oo pip gp P+ -pp filps 0) =D, (18.1) 
韦 
w=1l—pp flpy 8), lp, 9) =0, (18.2) 
出 有 -上 沁 解 ,这 里 


2 
filp, 0}=#" | JP eos g, —p sin g, P+H) og 9 dp) 


上 由 
y1(p, 日 -= fineos pg, —pw Hn pg +O) sin y dg, 


如 在 右 绒 全 一 1, 莽 与 17 的 户 , 9 一致 。 而 (18.2) 确定 对 应 
于 (17.8), (17, 和 的 p, 6、 


例 的 访 振 (ferro-resonanse) 固 路 :图 18.1) 含有 铁 洒 的 电感 中 电流 
i 和 电路 通 这 的 磁 通 旦 〈 磁 肖 量 和 纺 国 元 数 的 积 ) $ 之 闻 的 甘 系 如 图 18.3 所 
示 ， S 一 上 这 是 对 原 氮 为 对 称 的 非 神 性 关系 。 电 丰 两 册 的 电压 为 邮 ， 控 恨 
Rh 法则) 胡 
$+ Ri+e-l = Ew ros on. /118.3) 
现 考 万 电流 大 救 是 正 兹 疲 的 情形 ， 
t= C08 (wt— 0), 
对 于 
- $=f (I eos (wt—0)), 


1 楼 性 如 法 时 


-> 二 
呈 31me 让 


疼 ”18.1 国 18.3 
它 的 Fourier 展开 的 第 一 项 近似 于 : 
Ba ke 008 半 ) On wan | COs (tomt — 0)., 
0 一 
将 g8 一 人 代 之 点 下 列 粮 性 关系: 
$= Li, L=a-11-t) f(T ecos 4) oo08 wd. 
必 


1 起 种 情况 中 工 是 电 袜 振幅 了 的 辆 
数 从 而 (8. 人 3 的 线 糙 北 汪 程 是 
了 十 如 十 下 站 一 再 oo eo wt, 
R=A, 导 处 互 8 是 由 (0-lw-1 一 工 (Tw 了 
R>AR, = eos 9 RI 一 Bsin8 决定 ,由 
疆 将 8 消 夫 , 则 吾 和 工 的 关 和 如 
力 了 .3 所 示 。 寻 在 六 二 瑟 o 时 ， 
a i 在 电压 振幅 百 ( 吾 ' 一 吾 到 瑟 其 范 
£ EE 国内 对 庶 三 个 7 在 这 吾 的 范围 
- ”图 18.3 外 对 应 一 个 I。 在 >Bo 时 , 对 
于 任意 的 吾 对 应 一 个 工 
再 对 过 问题 中 考 患 # 上 比 i 砚 接 近 于 正 汞 波形 的 情形 
‘ = eo tut— 0), 
设 =yi8)， 由 于 用 
t+ 二 开赴 二 天守 ) 一 yt oo0g HY) eos wu dis 


代 蔡 而 得 挤 性 化 方程 


| 
| 
4 
| 
1 


十 ERS+ KO-14= Kw eos wt. 
确定 对 ,8 的 式 子 是 


=” 一 i PP 一 


4 第 生前 非 日 注 洒 硫 的 诸 补 方法 
{Cll Eons By FH-F sin 8, 
特别 在 
tO Op ob 
时 得 
R=ag+rdbmd, Dv FAR (ROI ER, 

因此 对 粒 定 询 瑟 ， 六 羡 节 下 了 时 可 确 算 一 个 年 只 过 后 HKi<E<KyHT， 
对 于 其 一 个 五 对 应 洲 让 个 争 ) 在 共 他 的 是 ; 其 可 确定 为 一 个 多 值 。 此 趟 

下 2 一 AB(BS AR eg) — (B32— 3RIq2 a 3], 

E23— AL[B PY. 9R200 /62) + (BI— 3722/62) 123], 

A= (B/S1) a tAb"1 (1 4 RAO -2, 

B = (C02— a) (0 — BR2, 


RE dB 十 3 Cot) 
1 一 2 Sh? : 4 Fe Bt 
$19 了 间 三 法 


和 第 23 章 8340 平 均 法 同样 善 虑 息 。 将 
pr wm ,Tt 
写成 下 列 形 式 : 
2" on (ort wo, TT l=ig, (19.1) 
今 届 
省 一 启 C08 (一 有， w= pain'ir md), 
间 4o, 吃 是 了 的 男 数 ) p, 8 必须 广 足 下 列 式 子 ; - 
P=—M Bsn{tr—t), pd =iuw et{r—0), (19 .2) 
基 中 
Degpeog(try ot) 二 fpeogtT—), —pwsn(r—d), 7), 
旺 钼 jy 均 ] ,将 (9, 力 有 边 含 有 的 必 襄 沟 1, 双 社 溢 到 pop', 5' 昔 小， 
右边 的 p, 9 在 0~T<2w 上 可 祈 为 常数 ， 若 在 0 二 T2775 上 取 平 
愉 ” 淹 点 法、Yan der Pol (转动 ) 下面 法 、 慢 变 插 司法 、 谐 涉 平 衡 法 、 半 均 法 等 


洛 , 邢 上 电 间 工 ， 各 称 兰 新 ， 内 容 类 同 ; 所 矢 业 民 都 其 是 吾 . HL， Bororwivs 潮 近 方法 中 的 
带 一 上 其 近 贫 - 一 栋 者 福 Us: 


TT TE TE 


但 同 抽 法 : RG 


贞 的 常数 ,期 得 到 下 刻 近 位 洁 种 : . 
Pip td), pomAoptfto HH),. (19.3) 
此 处 fi, 人 1 是 和 1 所 和 葵 定 的 。 自 答 系 芒 (9.3) 称 沟 (19 .1) 所 对 
应 的 蚁 坎 系 统 (stroboscopic system) 人 0。 
(19.8) 的 平衡 点 (po, 80) 对 应 于 (19.1) 的 近似 周期 解 : . 
二 po C09tT 一 90) 。 [19.3) 的 石 这 为 于 的 式 于 和 和 (7.3) , (17.44) 一 
致 。 、 
其 次 ,研究 这 个 解约 稳定 性 。 令 将 (19.3) 等 沪 
p= (pO), 站 一 AGO DD) (因而 Fn GG=o+fiip), 
引 变 换 és=pco80, nmpsind, 
因此 由 极 举 标 tp 外 变换 为 站 和 角 汰 标 位 ,2 成 为 
和 一 几 有 伟人) 证 一 NA。 (9.4) 
假若 于 ,poy 2o) 0 .和 对 应 的 平衡 点 是 〈eo, m0) 。 在 这 点 的 稳定 
福 可 由 pg 的 值 玉 御 定 @。 在 这 种 情况 中 ， 
p= 一 太 ( 天 十 了 = wt( Ft+o) 
= WP dp— pp 0f10p) = — Yo, 
= Res — Eee) — FG Ve,) 


a J dg] - of1 已 1 A)|= mA 
p a0 ap WH WH pp 4 


所 以 有 以 下 圭 果 成 立 (yo， 并 就 是 和 17 所 答 定 的 ) : 

1 p>0, 320 即 稳定 的 辣 点 或 稳定 的 优点 时 ， 于 on， 
yo< 0， 由 此 可 得 zfz) 一 pocog{lT 一 B60) 一 如 coez 二 nsinyr。 这 是 
d9.T 的 完全 稳定 解 的 近似 解 。 

2) PD 一 0, 3>0, 即 不 稳定 的 博 点 或 不 稳定 的 焦点 时 , 讶 o 六 0, 
Yo->0， 翅 子 必 (7) = 二 po O84T 一 后 ) 一 名 cosr 十 simny 答 出 (19 .了 1 

全 ”stroboscope 频 闪 观测 到 ， 利 用 向 摧 光 源 观 测 机 术 振 动 的 一 种 羽 玫 。 一 一 校 


者 注 
妇 ” 所 第 一 音 ,4 3。 一 一 核 考 法 


8 华章 非 眼 党 对 闹 的 解析 方法 
尘 全 不 稳定 解 的 近 俱 和解 。 

8) 5 二 0 , 部 地 所 上 肝 ,有 <0 人) 一 Poe0O3(T 一 的 二 So C008 Tt 
Tsinzy 共 出 全 8. 二 的 正 不 稳定 解 的 近似 戎 。 

这 利 近 似 法 得 到 精 果 的 正确 性 , 全 部 与 第 2 章 $10 相近 。 双 
这 方法 应 用 的 范 图 不 必 一 定 限 于 周期 解 。 可 上 太 则 样 地 车 由 人 49 .3) 
平衡 操 以 外 的 解 , 可 以 研究 419. 了 的 周期 解 忆 外 的 近 个 解 : 
2 (7) = (5) co0g T+(7) sin z+ 的 性 质 。 例 如 珊 (19.3) 具有 极限 环 
(TD 一 让 Cr) 00g 7 十 M47) sin 7 一 般 为 要 周期 夯 
效 。 {和 4) 式 的 石 边 不 是 解析 档 数 岂可 以 应 用 ,- 这 是 这 个 频 诸 的 优 
鼎 。 

在 22=0 时 ; (了 9. 了 的 解 表 表 为 (wy 的 平面 上 兴 一 所 泊 贺 周 顺 时 计 赫 动 ， 
于 周 的 中 心 在 原点 ， 转 融 的 周期 是 2， 如果 硒 一 个 时 而 疝 隔 为 3r 的 并 隔 光 
产 ( 频 办 观测 峰 ) 下 观察 ,这 点 的 运动 看 来 好 象 一 个 不 动 的 点 。 在 0<n<41 航 
瑞 沈 中 , 在 周期 为 并 的 章节 光 源 脱 埠 下 ， 硝 到 的 点 就 作 埠 惕 的 着 动 ， 入 个 过 
荡 由 近 癸 极 纵 标 方 程 ( 翅 .及 一 一 辑 击 取 系 态 一 一 雪 示 出 来 。 恨 定 辣 吹 有 系 幸 有 
平衡 点 ， 那 么 绥 恬 移动 的 点 的 运动 就 着 落 这 平衡 点 上 。 对 (19 ,于 来 设 ， 我 全 
了 所 注意 的 佣 是 斯 近 于 稳定 周期 解 ， 

例 考 感 18 中铁 楷 据 回路 的 例子 ; 电感 含有 铁 亲 ,电感 的 竺 性 如 加 
18.2 所 示 s 这 还 是 比较 简单 的 形状 ， 精微 峡 籼 研究 的 话 有 下 列 的 情形 。 咒 : 
作 正 羡 型 的 亚 伦 ， 这 振幅 傅 欢 增 大 如 闭 9.] 有 所 示 ， 法 的 坊 道 和 回来 的 轴 道 都 
不 相同 。 滋 了 是 作 匆 的 灌 后 (hysteresis) 。 据 幅 依次 茂 少 时 也 一 样 。 在 这 种 县 
有 漠 后 特性 的 电感 诉 谐 振 回 路 加 上 交流 电压 的 情形 中 ,来 漆 说 同上 路 的 振动 电 


- 尖 $ 


本 19.1 


~ 一 TT Tr li, 本 wm ee NM 


1 于 也 法 .ST 


流 t 或 者 与 电 耻 通 如 的 磁 通 量 ) 成 扒 了 多 少 , 它 又 报 近 于 上 样 的 定 沛 状态 。 叉 
在 这 定常 状态 电 产 电压 是 办 的 场合 ; 回路 的 振动 醋 少 了 和 多少 。 为 了 研究 这 情 


图 3 旨 .3 


况 , 将 电感 的 特性 用 下 列 模 型 表示 : 
f=apt+ btt+htt — #8ng, {19.5 
此 趟 901 了 ,上 是 正常 数 ; 了 良家 98， 及 血 是 名 的 握 幅 。 华 一 琐 利 第 二 环 与 
$18 中 相同 , 弟 三 项 如 图 19.3, 最 后 会 体 的 形状 如 图 19.3。 将 具有 这 特性 的 
图 路 友和 衬 用 
$+ 天 十 在- 划一 Bo ecos wf 


霄 过 ,会 
t= AT 
hig= Ln, ECw/a=uEy bv Of/g = ， 
知 隐 册 的 项 (将 了 疏 屿 为 将 to 改 喇 为 届 )， 
$+tiyp+tp+ pds t+ ustte —¢D sen P= uF C08 of, (19.6) 
由 此 


Hn = DartFeosd, go; 的 一 ?0 十 [57 3) 163 一 五 Sin 
以 而 (9. 邹 是 
站 一 一 hp 一 (387/3) sar -lp + uF ain 0, 
六 一 (oa 一 二 一 【3 和 4) 80 十 是 PT ron 8. | 
这 共振 曲直 是 
(9 /TOD ps + (64/9) or -24 (3/2) 有 一 由 23) ]04 
+ (16/3)evz lp + i+ (1 — a 0, 


从 第 4 章 浊音 治 妙 炉 的 解析 方法 


由 以 上 入 时 可 知道 ,在 这 个 把 济 中 王后 的 影响 , 剖 (119.5) 的 丧 工 项 
higi— sens 
和 非 强 件 阴 导 | 光 完 笃 租 同 的 影响 。 


So 一般 情形 


以 .上 假 害 避 是 常 近 于 1。 此 处 若 把 这 条 件 取消 , 惟 = 《m 


尼 束 数目 汪 1) ,由 了 的 形式 , (入 式 没有 周期 为 2wiw 的 解 ( 例 
如 了 ==sin (tm) 十 gin 如 。 热 而 下 列 事实 成 未 : wz1 m 时 ，( 外 式 
圣 于 充分 小 的 必 常 只 有 一 个 周期 为 arya 的 解 , 妈 当 


| fi(0, 0, 9 
为 负 时 完全 稳定 ,为 正 时 完 从 不 稳定 。 


于 逢 始 闻 件 ; 300) 一 二 200) 一 至 的 情 癌 下 , 取 让 关于 亚 数 的 解析 出 数 ， 
(4) 臣 的 解 可 成 下 面 形 式 : 
Acontt+B snttni 4, BB, 四。 
这 槛 让 周期 2x/w 的 条 件 是 
A[l—aos (2 ]— B ain (rm =X Dx/wm, A, B, 2) ? 
A sin (Bsr/w) + BUI — oost2r/w) =nX (rm, A, By 2). 
由 名 上 1/%, 对 于 学分 小 的 可 得 到 唯一 的 解 4= 4( ， 吾 :=B(m ， 册 此 可 
知 同期 为 34/w 的 解 只 有 一 个 , 它 是 
了 (和 | woos f+ 8 sin s+ | 7 0, 0、 oz)sinG 一 se| + Om) ， 
面 
as 十 诏 一 [3 sin (s/o)] 1{ "7(0, 0, ws)expits— zi) ds 
其 次 着 看 稳定 性 , 计算 册 第 3 章节 竹中 的 mbeyd 可 求 得 了 (0)， 
D+1) 9 一 工 ) 四 人 
让 
好 一 首开 了 00 3) de, x=w1|" fatD, 0, syds, 
即 
= 1 二 Di) 4 


TT Tr Bi- -Ir 


§ 21 一 般 的 近 俱 方法 (一 ) Sy 
万 (十 起 一 1 eos (QF) | (本 十 正厅 — wut sin (2 wm) On , 
Di-1) = +eost2er/n) | (ta) 二 并 im + nN, 
所 以 对 充分 小 的 hy DCTTD >9， D( 一 1 >0， 因 而 相 上 成 于 五 的 正 或 负 分 别 
有 DIOD>1, D0) <1. 
这 个 娃 果 和 和 $17 得 到 的 精 果 (得 到 儿 个 周期 解 ) 初 看 好 人 象 有 巴 
质 , 鞭 实 此 处 得 漳 约 杠 幅 是 和 上 5 同一 般 太 小, 密 和 名 17 中 得 到 的 
没有 让 搁 的 关系 . 实际 上 在 Si 一 819 中 成 为 问题 的 是 当 品 接近 
于 工 的 程度 为 wm 一 1| ~ 的 情况 , 可 出 现 具 有 有 限 姑 振幅 的 剧 期 
解 ， 此 处 的 十 是 和 葵 定 的 ， 而 若 虑 4 所 | 一 寺 所 以 很 容易 想象 会 
得 汉 纪 的 博 昌 . 


$21 一 般 的 近似 方法 (~…) 


上 处 假定 (全 到 的 右 这 (mt) 蚌 放 ， x, sin ct ,cog ot 的 ] 区 
项 式 , 不 类 一 般 性 可 取 二 0， 现 在 对 一 船 的 "ww, 同时 圭 不 特别 限 
定 于 周期 第, 叙述 求 ( 小 式 的 近似 解 的 方法 。 垃 

7 =po0d, z=—pand, (21 .1 
代 太 (44) 式 肛 p,8 党 天 满足 
p=——n[f]singd, ~1—np [floond, 
FF] ftpo080, —psing, wty, (2 .2 


[7sin 0— 2 Am tp)exp[li (md + ret)], 
[feos 0=— > Bu (p)exp[i(md not) |, 
因为 了 是 各 项 式 , 所 以 有 边 不 是 无 限 般 数 ， 灵 dm，Bwmn 是 6 的 元 
项 式 。 
此 让 ,根据 怠 的 不 厨 什 而 分 别处 理 共 插 和 非 共 据 的 和 情况。 
共 据 即 13 十 no 利 4 同 般 大 小 ， 划 对 于 这 样 的 砚 , ns 声 0 
识 普 Bnr 关 的 情形 ， 在 4mw 王 0 或 者 B=0 的 于 些 (i WY) iw 


(21.8) 


00 第 生计 淹 自治 柔 太 的 盱 析 方法 


不 在 - (me/ 由 的 邻近 ， 朗 wcI->A< lm 二 na| 的 情形 称 为 非 闪 
摄 ， 

此 处 首先 由 非 共 概 的 情形 开始 。 从 
wtpy ,wi 人 dnnld m+ ri) erp[litmd +nwd)) | 4 


Tit 十 同 关 全 


vp 0 wt) 一 Ben m+ nm) exp[imd + rewt)] ， 


确定 ,2,， 职 4Aw 二 二， 了 oo 三 已， 
Ww = [Fl]sin 0— Atp), } 
vt w= [fcos 0 ~ Bp). 
此 处 作 下 列 蛮 换 (p, 一 (pi, 外 )， 
P=Pi— Wiitpirs C1, wt), | 
中 一 页 一 ET vp Wh , wt), 


(21.5) 


(21 .6) 


申 2I.5) 得 
: pi = 一 以 44 1) + i ， 
a Os | 人 
从而 (4) 式 的 解 可 滞 汐 下 曾 形式 : 
T=p0090 = (pi1— 4) cog tO — pio) 
一 PC08 抽 十 同人 Sn 大 一 上 608 有 十 马公 人， . (921.8) 
此 精 果 为 了 易 看 ,全 : 
[一 之 mv (p) expli (ng + ruwt) ], 
申 (21 .838})， 
mn = (BE) Fm fn) » 
Brun — (2) {fm nt Fmt,n), 
将 其 伐 太 地 1 .8) 进行 计算 


T= Pi C08 0 二 4 [Lao eXP(— 1) + fio 6xDp (201)] 


和 Lm +r Cam, +rew)? 一 1 
+O(t). (21.09) 


exp tmt + not) | 


$ 2 一般 的 涝 人 方法 (一) ao 
此 处 若 作 为 内 出 的 近似 ,将 人 .站 代 取 
p——nA(p), 6—1-np1B(p), (21.10) 
而 采用 满足 太 程 ( 列 .10) 的 p, 9 剧 得 下 列 近 个 钴 : 


pn -- PoosB+ p14 Lf -10CP) exp( 一 汀 ) 十 fo (Dexp (0)] 


map) .exp[i(mg +ned)1}. G1.11) 


of Cm Tn) Sl 

车 4(9) 一 0，4 (gg >0, 妈 由 (2.T0)， 对 于 接近 < 的 p, 在 
i 十 co 时, p>4。 从 而 在 (21.11)，, 如 让 a 代 p, 于 是 所 得 解 在 
这 音义 下 是 移 定 的 。 

芽 么 ， 

加 Fb -i 
dm Alp) -| singdb| [Flat, 
Td (0) —0, 闻 样 m2 态 们 时 - 六 DOD) =0, 园 而 中 有 时， 出 
【2 .11)} 
此 一 flO ox exD (at), (21 .12) 


这 是 在 $20 中 所 求 周期 为 2x/w 的 解 的 近似 解 。 实际 上 , 如 
上 略 去 ww 以 上 的 项 ,不 难得 到 同样 的 精 果 。 同 时 由 等 式 
A'(0) = 一 (ao 大 00， 0, 8) ds, 


因而 41(0) >0 是 与 $20 中 五 <0 等 同 的 , 所 以 烙 由 了 正确 的 稳 
定 条 性。 


其 次 , 在 不 含有 的 情 帝 中， 对 %¥0, fm 一 0, 所 以 按照 
(21.113 得 


w—P e080+ jr] 人 7- CD)exp( 一 启 + fo (pexp (0)] 


一 9 sxp (ip 避 上 (31 . 38) 


1 0 


02 ” 第 4 襄 大 自治 季 桃 的 解析 方法 
第 2 意 §10 得 到 的 近 仆 解 就 是 这 式 子 右边 上 4=0 的 精 果 ， 而 
机 定 pp,# 的 式 子 民 0.5) 蚌 和 (21.0) 一 致 的 。 
甚 误 圭 葵 共振 情形 。 
全 实名- 8 一 十 Htrys 评 互 质 的 整数 ), 避 ，F 由 下 列 陈 子 确 
定 : 
Up, HH, or) 
= 5 Amn[i mn Le 有 [EC 有 十 mo 的 于， 


TE i21. j41 
Vp, 0, wt) 
= DE Bnmlilmtnw) lt expli(mO + nt)]. 
如 果 过 行 变 换 (py 及 一 pl 及 ) 
:PE 一 此 岂 ， ; oF)) 
局 21 Hr (pr 4s to ) | (21 .15) 


0= Hp Vp Oi, wi), 
利用 方程 
UtUs=[ AFAnmn OO 一 > A XP [EME nt) 1, 
Vitro=[Lflcos 总 一 Pn explstmg Tnot) |, 
而 和 福 


Mh Amexplitmg +nwd)]+OW), | .21 .18) 
=i1— 0r! Bm expli (mp + nwt) ] +O?), 
此 处 | 
Bi 一 Y8 et 十 办。 
于 晤 及 由 代 幢 草 得 
#1 = 1 + uo + oi=rs-io. 
半生 ， 因 而 由 :31 .16 得 
Di dn exp (bm®) + Ou’) ， | )] 7 
be bp 


81 一 般 的 近 僻 方法 ! 一 ) 93 
今 把 
fipeostre loti+t), —pisin(rs toot 十 四) ot) z 
看 作为 由，oty 中 的 图 数 ,将 上 式 写 为 { 们 ,由 (21.3), 因 
一 了 ot 十 中 ， 
所 以 得 
{Ff}sin (rs -at 十 内 ) 
—2 Ann (pexplimep)erp[lie (mrt ms) cot], 
两 边 对 t 顺 闪 由 需 汉 2wsw 积分 , 则 得 
2 (puexptlim®) 


一 【aa /2 和 下 | { sin (rs mitt), 
如 丽 T9700f 十 四 二 rT， 旧 有 这 与 
Fp, 中 ) 三 (2 -| Upieo8YT， 一 向 人 iD 站 二 3 一 3 1b) snrradr 


. (21.18) 
相等 。， 同 样 误 


5 = 、 
他 (Pi 中 (dr) -| flip G08 TT, — A Ein rT, 8T— BT PICO rTdr, 


(21 .19) 
朋 确 定 Pi1' 中 的 沪 程 汰 
”一 一 此 车 (pl $) 十 人 WU) ， 
: 21.20 
$= —p[tostpr dp 有 十 OO . | ] 


这 对 应 子 非 共振 情况 中 的 (对 . 站 。 此 处 作为 Pi, 史 的 近世 ,将 
(21.20) 代 之 以 满足 (21. 红 ) 的 pp 中 ， 

B=—pF pb), $= potp Gp, Pl. (21.2) 
按照 非 千 振 情 况 作 辐 样 计算 ,可 得 下 列 形 式 的 ( 当 式 的 近 执 解 : 


4 第 4 章 ” 非 和 月 治 柔 态 的 解析 方法 
、 s(t) 一 COS (Cr8™ 1 十 由) 十 ww 十 信守 十 结 全 1 ， 
(1 wl) fmn (p) . 1 
(92 十 9%co) 3 一 explimgp titmptn) wt], 


因 ee 
9 = 子 exp(— pwd YIf irn PI erp (m5) ， ee 


wn — 3 exp(ipot) BHf nn(P) exp lim®) , 


其 中 力 =7s1， 了 0 了 9，Y@) 分 别 对 于 所 有 满足 (nr 土 1) 7 十 ns 
二 个， 【各 十 二 站 十 9 站， 一 二 十 9 一 站 的 人 5) 取 和 。 

在 共振 情况 得 济 的 这 个 近 伺 解 ， 和 已 的 解法 的 特殊 情况 已 包 合 
在 $19 的 关 歌 方 路 里 (7 一 #8 一 I, 凤 ( 人 EL. 中) 和 (19. 引 是 同等 的 )， 
而 且 更 精确 些 。 

青 有 ，(21 .2 不同 于 (21.10) , 它 一 般 地 不 能 用 求 积 法 解 出 。 
不 过 应 用 第 1 章 的 诸 葵 可 以 研究 这 解 的 形状 。 为 此 将 极 坐 标 个 ， 
中 变 为 直 骨 举 标 从 ,7) : 

£=peon$, v=p iing, 
代替 (21.21) 用 下 现形 式 : 
t=pXE, DD T=uY (ED, . (21.28) 

以 上 所 述 是 关于 一 般 的 近似 解法， 还 有 下 列 更 重要 的 事实 成 
二 (证 略 )。 

(十 对 应 于 (21.21) 的 平衡 点 (po; go ， 驴 名 =Poeos bo, To 
一 po sin bo 是 (21 .28) 的 稳定 二 点 或 稳定 义 点 ， 旭 (2 .22) 可 狂 册 
周期 为 2msfa 的 (由 式 的 完全 稳定 解 ( 它 的 存在 性 可 用 与 $35 同 
样 的 汶 法 弄 清 ) 的 近似 解 。 

(2) 对 于 (21.28) 稳定 周期 解 (E0t),mw 从 )-- 一 § 14 未 pp 一 1， 
ps< 的 情况 一 一 相应 于 (4 式 的 稳定 的 概 周 期 解 (有 只 有 陋 个 基本 
频率 }; 将 扣 哲人 所 对 应 的 po ,中 0! 站 代入 21.221)， 部 得 
夯 葵 负 的 概 周 期 解 的 近 己 解 ， 


Tr .Hop pT nn nh Te rt 


§ 91 一般 的 近似 方法 (一) 由 
上 上述 两 项 是 关于 :共振 情况 的 ,在 非 共 振 情 况 申 有 有 : 
(3) 琶 生 (0@) 一 0,，A'(0) 汪 0，a 天 0 基 (4) 式 有 稳定 的 慨 周 期 
解 ( 失 有 两 个 基本 频率 ) 。 在 (21.11) 中 分 别 将 4, 一 负 以 p,8, 代 
之 , 郎 得 输出 的 概 膨 期 解 的 近似 解 。 


福 有 ， 方程 
二 ru tr Te wt 
诈 筷 本 = 代 大 时 谈 为 
Tt HT lr 一 下方 【冲冲 HT) 
于 是 后 者 的 由 一 sr 相当 于 前 者 的 = (97 人。 

1 tu 二 uF CO d=<Al, e090}, 

[f=epegin jg— beteond trF eos wt, 因而 fo= tien/2i) — (83/8) bps, ff _y 
= (ep 2 — (3/8) ber, fo 一 六 sa0 一 一 pp278， fau=fo1=F/2, 其 他 的 fm 
一 站 
A=Aw=rp/3, B=Bo= ~ (3/8) bp3， 

竺 ( 六 让; 土台; 有 【 士 生 站 ) ， ( 士 1， 士 二 以外 所 有 的 


Ain = Binn= 0 
所 以 共振 是 限于 wo 夺 1 的 情况 。 
首先 在 非 共振 的 塌 合 (12 一 1 交办 由 ( 噶 .10) (将 BP 了 写 为 p, 59)， 
B= ~— (lB ucp 0=1+ (3/8}nbp, {21 .24) 
从 而 定常 解 就 是 强迫 振动 解 : 
t= url oom wt + Ou, 
它 是 稳定 的 。 . 
其 次 沙 品 获 振 的 情形 ,多 w==1 +uo 的 情况 。 由 (21.21) (将 Fy 丰 写 为 2， 
志和 查 ~ 
p= ~— {ud on FF alnw) 
$= so {3/9) pos 十 (or cos $]， | 人 
所 以 平衡 点 满足 


p23{et do (3/8) bp2]3 = 丰 ， 
共有 一 个 或 者 三 个 。 其 稳定 性 由 下 式 乔 从 : 
和 一 em 0, 9 [e244/4— (9/0 be] FI— dq=nd COTO bpt — 4031. 
双 {21.25) 没有 周期 解 ( 用 这 全 坐 标 ( 红 .23) 写 出 后 ,Xr 了 二 一 <0， 


$b 北 革 帝 非 自 洁 当 就 的 解析 方 际 


皖 Tndexson 的 判 蚂 法 生 ) 。 从 而 在 共振 情形 中 :证 币 解 只 有 周期 为 2riwm 的 
周期 部 ,共和 由 定性 用 上 上 壕 方 答 研 究 , 和 条 工 例 并 得 到 外 同 的 结果 。 
全 总 alr tr=4F eos 加 OAL), 


控 
[Lfi=— (1 p32 e052 np sin H+F 603 wt, 
牙 
oo 1= F/B fros —f_t0 = (2 0 一 站 74) 
fm= —f_80= (1/83, 
其 他 的 fnn 一 0. 


4=Am=— /Dn B=Boo=0, 
除 (CR 1 党 人 0 站 【《 士 3 0)，( 土 4; 0) { 土 1 土 1 奸 ,所 有 的 
A = Hinn = 0, 
也 以 其 扎 情 帝 限于 ww 上 避 1， 
首先 ,在 非 共 振 情 况 , 田 (3.10) (将 5, 6 写 为 ou 8)， 
六 一 【281 人 一 pp 一 二 {21. 26) 
虐 而 对 应 于 = 人 的 定常 解 
Tu ow ieng wt | On) 
是 不 稳定 的 解 ) 区 对 应 于 p=2 的 和 解 
roo08tt -to — pul/ sin3 ot + Fi- 1) -i eovs wt |] +O us) 
是 稳定 的 解 . 
其 或 共振 情况 , 郭 m 王 1 Fa 的 情况 ,由 (31.21} (将 5; $$ 写 为 p, 加， 
d= (Ai (dp ~ os— dr gin gd), $= —ntot (F/2} pl eo8 #1, (21.27 
! 夺 易 计算 出 这 平衡 点 是 一 个 或 者 三 个 ;在 疼 .3 (把 wr 代 BLo) 中 ,在 区 域 I 
内 是 一 个 不 稳定 鳞 ; 区 域 1I 内 一 个 稳定 点 ， 两 个 不 稳定 点 ; 区 域 TTT 内 两 个 
粮 定 太一 个 不 稳定 点 ;区 域 LY 再 册 有 一 个 稳定 的 平衡 点 。 
既然 在 区 域 [ 内 内 有 一 个 不 稳定 的 平衡 点 ,于 是 就 产生 了 在 这 友情 况 中 
原 瞩 程 有 深 有 定常 的 解 ,以 及 如 果 有 的 话 , 其 解 的 形状 是 怎样 等 的 问题 。 
售 将 p1 台 开 为 极 华 标 ， 对 于 属于 区 域 了 的 1a ( 纪 .277 ,所 有 -个 朋 
武道 存在 , 它 玫 示 为 稳定 的 。 实 际 小 由 (21.27) 的 第 一 式 ; p>PCF) (例如 
5 了 一 (3 ve) 时 ; <0 即 (21.27) 的 解 向 办 侧 模 制 叶 笃 为 


dol 


$$ 21 一 般 的 近 供 六法 (一 -) 91 


54F) 的 图 周 . 而 在 这 种 情 : 兄 , 外 于 不 稳定 的 于 衡 点 屁 精 点 不 者 是 焦点 ， 所 
(21 .27} 的 解 将 向 外 侗 烧 辐 -- 个 斌 兢 焉 衡 点 的 小 司 周 ; 因而 依 民 第 1 童 $4， 
性: 请 ‘0; ，'21.27)} 具有 稳定 的 姑 井 道 。 唯 -性 的 古 明 省 署 。 最 后 属于 区 域 : 
对 于 户 ，, og 原 放 积 -- 航 具有 稳定 的 概 岂 期 解 : 
， P= eosf wt po tty Tei., {31 .20) 
引 狂 将 > 国定 : 如 个 桂 小 则 (31.37) 的 周期 解 n= Po( 相 ;四 王 mE 且 球道 近 
于 一 个 立山 的 向 心 为 原点 :年 径 为 3，p0y 而 的 周 陋 大 我 为 2 Lo) 1 
全 3 tst (2uy GBS stubro0) DcnT 0 . 
Tr, Ey wf) ri birt ay oon dt, 
[Cf =op sin od — hpiens3d a4p eos con Bt, 
f= (Si) -po (3/8) bn, 
f .10— ~ (21) -10p ~ (3/8) dp’, 
“foo =—f_a0™= ~ bes/8; 
af- -1/1 
此 外 的 了 一 >， 
A= do=en/3, B= Bmw= ~ (3/3) bo’, 
几 fy 为 必 0 【十 3 全 【( 工 二 全 和， 四 士 芭 二 3 二 及 并 ds 一 下 
0， 所 以 共振 是 限于 w 皇 1 的 情形 。 
首先 ,在 非 共 振 情 形 , 由 (22.10) (将 而 日 霸 汐 0 的， 
i=— ti/depy =1+ (3/8) bo C21 ,29) 
从而 定常 解 是 =0， 且 为 稳定 的 。 

其 次 ;在 共 氢 情形 ; 归 w= 二]+ no 的 情形 ; 由 (31.21) {将 5 丰富 为 2; 内 
太一 c+ sin 267 | 
$= — {ad [2 (S/d be a ens 人 8 ， 

(由 于 在 d+ 不顾, 所 导 隐 道 的 形状 天 于 原点 对 称 。 对 于 22 各) 
阅 玫 入 扩 关 涡 的 太 宽 可 得 下 列 档 果 : 
1Y} ec3>- oa. 
半 衡 点 为 2=Dy 且 为 稳定 的 。 
3 12+ eB Der 一 站 
太一 样 , 宇 人 竹 点 为 P= 二 0 且 为 稳定 的 。 
3 


下 于 怀 除 5 一 0 {区 定 ) 针 ,还 有 则 个 ; 即 


Cl 30) 


3 第 生 漠 ” 非 自 族 池 耗 的 解析 所 法 


硬 = 二 (2c+ V 太太 )， 3 二 i207 Vi 9c), 


但 CO 24: 一 了 Poe — 2 (t= 2), 


在 码 个 平 舌 点 tpys 由 ) Cnr) 向 十 可) pa 和 Ca 十) 中 ， 当 b> 时， 
对 烹 的 丙 个 为 稳定 ， 说 诸 应 的 两 个 为 不 稳定 ; 当 了 <0 有 时 项 相反, ps 对 应 的 
两 个 为 稳定 ，oi 对 应 的 两 个 为 不 稳定 。 本 

4)】 的 > 于 72 十 中 


除 2=0( 不 稳定 ) 儿 ,还 有 两 个 稿 定 平衡 点 ， 朗 当 ”> 时 ， Rj 


CV 3 一 of 二 27) 当 五 <0 时 ， p= (— Vv’ 309 420), O08 B89 7 Dos 

一 洒 。 Bilipsy tai, Coyy 十 了 

为 稳定 的 平衡 点 。 {3/4} 
以 上 2 3 在昌 > 人 时 

如 图 21.1 所 未 。 

出 以 上 可 知人 .30) 的 

闪 徊 点 的 和 样子。 由 于 互 十 工 

一 一 + 三 站 和 和 刁 1 一 样 ， 可 知 


| 
L 
1 


于 加 道 不 存在 。 
内 而 在 共振 情况 中 ， 定 党 , 
的 稳定 解 在 区 中 只 有 z = 由 站 Yr 
在 3) 中 如 b>0, 则 有 三 个 ， 由 全 
省 一 朋 ， 
和 T= COs tamt +dr) + ON) , 


T=0 站 DSS 十 是 十 元》 try; 
如 bt<0, 定常 解 有 三 个 ， z= 站 志 及 上 面 特 pn 向 代 所 以 py 各 ， 在 省 由 法 
党 解 有 了 两 个 


T= ps ODS 人 十 的 ) FO vw pa eda nt 二 pe 二 TT) 十 OCA). 
3 32 一 般 的 近似 解法 (二) 


到 现在 为 上 正 ,处 理 的 一 站 是 ( 作 式 的 形式 ,现在 蔬 单 弛 研究 (4) 
式 归 稍为 下 到 方程 的 情形 : 


$22 - 般 的 近 借 解法 人 99 
mau wm, THFoogw: (OQ<w<T),. (22.1) 
号 处 筷 定 了 (wm, 7?) 是 关于 2 和 2 的 多 项 式 , 丸 取 名 天 1 
当 吕 =0 时 , 取 a= (一 ww 下, 月 有 解 
T= O08 wt. 
合 识 2 一 a 009 ct 十 祈 ， 阳 (22 .了 成 为 
E+E=nf aco tt, wasinowt+e), {292.% 
这 时 中 旨 的 方法 也 是 通用 的 。 
设 zz) 关于 wz 的 最 高 次 数 为 ,于 是 (22.2) 中 共振 的 
可 能 性 仅 限 于 
OA {rT 8 ) 
的 情形 。 鞭 理由 是 ,和 焉 辣 红 中 的 了 m4 在 
jm i 
时 沪 圭 , 从 而 对 于 禄 足 
I 二 [nl 十 1 
的 mm, nm, 有 Aix 二 Bm 二 0， 


特别 在 . 
flv, 们 二 一 0 十 了 (7 (>0, 了 (lw) 是 上 次 多 项 式 ) 
的 情形 ,由 于 A=Am=0p 2 


非 共振 时 的 定常 解 只 有 对 应 p=0 的 周期 解 , 且 它 是 稳定 的 。 肥 其 
形状 是 
P09 oti 十 品 (w3) ， 
其 中 为 是 
| 2 =00 tr Hin wt— OO wt) 

的 周期 为 2 /ow 的 解 4 这 是 叭 一 的 ) 。 

枫 1 Bol | ube 0 DHEl, c= 人 0, 

站 先 计 算 友 程 123 .为 的 fn。 这 慎 省 虞 未 号 出 ; 除 (yn) 为 ( 土 1, 9)， 


ton 第 了 人 辩 ” 非 自 襟 汇 箔 的 解 入 方法 


:十 有 D7 十 中 374 上 十 8) 二 8 十 了 代 全 fan 二 和 ， 
对 天 三 人 ;入 土 器 3 土 说 (十 2， 此 33)， 
(十 1， 士 引 吏 儿 的 fa my ， 
= 
从 再 有 共振 宏和 只 限于 os 1 9 173 的 场合 。 
在 非 共振 的 和 铺 形 , 定 党 解 只 有 以 2x/w 为 周期 的 解 , 且 为 稳定 的 。 
其 次 , 共 拍 情形 ; 洪 呀 w=3+wr。 在 人 21 .21), 取 o 一 3719 期 万 得 为 
j= Rote Babn An 3 | {22 ,3) 
= (nad) Mg 0p 2 + oo con Bp) |] , 
在 上 列车 件 下 : 
”ww TeS2pal， 
(SA211) 太 -让 35 一 【4p3p2 — Fe2y 1 < od (22.14) 
< (8/21) 5-22bo + 4b — 7r2)19], 
(22.3) 有 广 个 平衡 屋 tr 二 站 取 
l po (0652) -1[1Gbe ~ a2b2 rt be — 93a1b? | 896aape| — Gd4e2) 1 
(t=—=1, 2) {232.5 
焙 旨 (p19 加 7 p11 四 十 2 3 yD Er) pos 的 【pa $2 Br 3) + 
fpay 向 十 473 ,和夫 中 而; tg 是 特 (22.3) 灼 右 边 取 作 零 后 对 pis pz 六 分 中 对 
庶 的 和 此 处 层 pi> py 对 应 于 p09 的 三 个 平衡 点 危 稳定 的 ;对 应 于 六 的 三 个 
逻 点 是 不 稳 湛 的 。 
其 次 ， 东 性 (32. 抽 不 成 并 时 p ==0 是 (22.3) 的 稳定 平 衔 咏 ( 悉 为 兽 骨 从 
标 ; ; 而 用 (22.9) 不 具有 周期 解 4 灾 为 直角 坐标 后 苹 : 十 了 ,二 一 0 世人 四， 因而 一 
股 地 在 (22.4) 不 成 立时 , 当 # 十 吕 ， 有 nn 一 0， 
条 困 为 局 =3 十 ur 寺 ， 原 兴 程 有 十 莹 的 稳定 解 如 下 ; 当 (22. 志 成 下 时 + 贞 
程 有 最 短 同 期 汶 6q/w 的 三 个 完全 稳定 和解 (这 芋 个 解 殿 是 彼此 各 莽 一 个 相位 
Dx fw) | 
省 一 站 eos Ct a wt on 
(其 中 省 是 加 或 出 ++27/3) 或 而 -上 4x13) :还 有 半期 为 27/w 的 完全 稳定 和 解 : 
TE + dn ., 
人 2 上. 和 不 域 立 时 ， -上 艇 地 只 有 周期 为 2xjw 的 完全 弥 定 解 : 


Pe nt Filia}, 


和 2 一般 时 近 似 角 捷 必 ， 101 


此 次 闭 塘 另 外 一 个 革 振 博 况 前 ] -173+mc 的 情形 。 立 彻 计算 省 隘 不 
窒 。 习 ] .321 所 对 应 的 方程 一 般 有 一 个 或 三 个 平衡 点 ， 强 有 周期 解 。 对 于 这 
下 交点 Cpor 二 和 应 的 方程 人 2 人 有 间 期 为 2782 的 解 : 

一 pp COB Cout + Fn} FU) , 
粹 而 当 w=1/3 十 ne 时 ; 原 方程 有 形 为 
= OR wf 十 po Gos (Ct + ) 十 让 fo 
的 定常 解 。 . 

和 例 23 T+ la F eosut OO<Ae1), 

22. 为 中 的 oa 除 (向 为 【 士 1 0 《二 340， 人 0 土 了 (0, 士 和 ， 
( 士 2， 士 坊 ，{ 士 ]; 士 有 外 二 为 震 。 其 = 0= dp 一 2a2p + p28, 
二 Bom 一 0 时， 徐 C1 和 六 多; 站， 人士 2 全 二 4 0)， 【二 0， 
(十 3 土 了 7 从， 土 2) 人士 3 士 区 人 十 1 十 二 十 了 士 加 和 外 区 一 局 一心。 

所 以 得 到 故 生 共 据 是 在 wsl 3 3 的 情况 。 在 非 共 振 的 猪 形 中 ， 由 
(10 得 
p= CA/ Pt 一 2a2 一 02 6=1, 
当归 >23 时 ，2 一 相应 的 解 是 稳定 的 (Ai) > 人 D2 时 1 2 一 相应 的 解 
是 不 稳定 的 , ?一 v4 一 293 相应 的 解 是 稳定 的 : 和 畏 果 为 : 当 呈 <2 时 ,定常 的 
稳定 解 将 X=& co08 wt 十 v4 一 203 e058(t 一 本 ) 十 O(n 2 时 六 二 eos ut 
Ut, 

其 沈 ,三 共 振 情 形 ; 潜 感 w=3il 十 puoi} 。(21.233) 是 
p= tu/BpL td— 32 一 了 一 GD eur 34]， | 
$= {HB) (op sin 345 一 Be1y ， 

当 了 = 一 7af+16a3 一 1630?>0 有 时， 具有 pz0 的 平衡 点 ， 在 六 <0 时 ， 除 了 
Ps 以 让， 说 有 平 街 点。 

当 了 D> 站 时 ;半生 点 有 三 个 稳定 的 精 点 (p29 Bo} y (pay 四 十 SA) ,oy Ws 
于 4 有 和 三 个 鞍点 (pl 出) (p19 而 十 2713)y fp 型 十 4x/3)。 其 中 p1-…4 
一 和/ 加 V3, pa 一 4 一 /为 VD /2 和 有 对 启 于 pp,? 

和 六 的 止 侦 号 克基 ， 原 点 冲 是 !22 .站 的 平衡 点 《利和 坐标 形式 15 m2 交 2 
时 是 稳 向 的 能 澡 7 人 有 时 是 不 租 定 的 能 达 。 在 吧 关 2 时 2 串 . 有 的 周期 解 下 
仔 在 ;在 噶 <3, <0 时 其 有- -个 局 肤 解 , 生 是 稳定 的 ， 当 a 蕉 小 时 ,在 非 此 
拭 情 总 中 ， 可 以 猪 调 这 个 周期 解 去 理 为 “个 南 畅 道 ， 接 迫 于 -个 以 原点 为 中 
5 为 生 径 的 轴 ， 丰 以 问 样 如 压 匡 其 余 钓 情 邮 二 TA3， 此 处 凡 妊 。 


1 0 簿 站 误 ” 非 上 月 治 柔 交 的 解 村 方法 


$ 23 关于 氢 请 和 扰动 


世 十 罗 -一 太太 [于 ro (Om1) {23.1) 

前 得 定 管 振动 一 . 般 称 所 拟 诗 和 (pseudo-huarionio 振动 ; 国 煞 了 是 
关于 ot 的 周期 为 2 的 周期 画 数 i 也 包含 没有 这 斑 的 情况 )， 外 在 
许多 情况 中 能 表示 为 mey sin wf， 608 wot 的 多 质 式 ( 当 然 岂 有 不 
是 这 各 的 情况 , 各 810 的 倘 22, 例 3, 例 和 这 及 8 二 的 例 每 }。 从 
实用 的 观点 看 来 ， 在 这 种 据 动 中 其 振幅 为 一 锯 二 是 稳定 的 二 成 为 
十 虎 问 十， 

在 岂 邓 入 和 机 械 圣 统 中 ， 洲 利 氢 谢 和 振动 是 极为 型 此 的 - 全 
完 223. 可 届 疫 明 殷 多 问题 ,上 下 举 出 基 些 监 型 例子 。 

先 将 i:23.11 契 边 夯 数 了 所 舍 有 的 项 ， 关 于 吐 进 行 如 下 的 分 
关 。 出 数 了 舍 有 的 项 可 秀 为 : 申 不 舍 有 基于 地 的 项 \ 例 : 2 2W， 
| 2 权 由 甘于 owt 的 琅 攀 成 ( 例 : Cos of, sgl 人 in 36066) ; 3 
出 7z ,二 构 成 的 从 与 葵 定 甘于 ot 的 夺 的 狠 积 ( 俩 : 60520t. 
za sn sim 4ot 三 种 类 型 ， 

在 .23.1) 中, 丽 娄 六 由 十 的 类 型 的 硼 构 碾 时 ;所 发 重 定 党 振 
动 称 为 ! 拟 调和 1 自 激 振 动 . 

例 和 一 十 一 

税 芋 二 一 十 

十 次 , f 含有 十) 的 类 型 届 ! 4， 的 类 型 的 质 时 ,所 必 生 的 定常 拔 
动 称 为 强 注 振动 ， 

生计 十 二 he 二 pgF evs at fe>0, wl1i, {43.2 

如 果 在 这 种 声 合 中 去 控 强 巡天 (天理 1 的 夺 ， 珊 区 C08 6b) 村 
的 系 续 ( 直 一 目 ， 不 基诺 为 喜 减 振动 , 而 是 办 下 硬 例 子规 样 和 表示 为 
”站 激 振动 ,这 利 收 况 监 生 的 洗 常 振动 称 为 强迫 自 激 振动 : 


例 下 二 中 -1 -i | Ta {3 i Cw i, = [3) 


$3 关于 所 再 和 可 动 108 


其 识 , 了 侣 存 二 类 型 的 天 和 3) 类 型 的 项 时 , 发生 的 定稿 探 动 
称 冯 戎 量 ( 数 ) 激 有 励 (Parametric excitation} 。 
机 +n 中 +2Dag coy otro nbrt=0 Ce op 2 (2 
如 在 这 种 情况 中 , 去 掉 人 参量 激励 的 项 (类 型 助 的 项 如 
2u9 cos of"w) 后 的 系统 他 一 0) ,不 是 衰 不 振动 ,而 是 象 下 列 例 子 关 
样 表 示 为 自 激 振动 ,这 称 为 参量 数 励 自 激 摄 动 。 
例 E+x +o)rt taali=0 (wr, 4), (23.6) 
还 有 由 强迫 手动 ,参量 激励 和 自 激 杠 动 租 合 的 情况 。 
王者 ,同样 可 以 容易 归 糙 到 (23. 了 关于 下 询 方 程 : 
t+o flv, E+F 0g of (Ougl, ol) (8.0 
的 定常 运动 ， 


讽 交 十 pe 和 十 交 十 上 pas 一 下 cns of (fe>0, wd, 1 (24.7) 
的 而 合 称 汐 强迫 振动 。 

例证 十 太一 醋 十 29) 蝇 十 出 一 五 6 大 人世 8 1/3) (23 .8 
航 声 合 寻 强迫 自 激 敌 动 。 


自 激 振动 的 例子 已 在 第 1 音 # 4 钥 通 ， 所 以 此 处 省 赔 。 央 
EL 所 届 波形 一 般 近 伺 了 正 攻 波 。 

志明 迫 扰 芭 的 例子 。 浇 虑 在 含有 非 线 性 项 (变量 z 和 特 复 力 
fw) 不 成 比例 的 站) 的 系统 加 上 正 纱 外力 {P sin 50 的 场合 的 挨 
动 : 即 | 

mre+yr+f rm) = Panot (Gy>0). (23.9) 
在 子爵 未 为 三 驶 式 “ 
FW) ore {a0) 
的 场合 , 丽 
t=Vmiar, yn 一 pk 有 Ja up， 
Pmia=Wh, 名/ 一 四。 


(将 TT 改 号 为 如 刚 可 回 到 (23 .2 。 今 如 取 如 >0, 将 外 力 酸 动 频率 


104 种 4 这 和 洗 肯 从 妹 态 的 解 必 方法 
(从 而 (28.9) 的 @% 或 (28 .为 的 中) 傅 次 增 大 ,在 共振 点 (os 一 Mmm) 
邻近 某 一 个 os 处 (os 盖 oo) 振动 振幅 飞 牙 减少 (图 33. 。 其 这 得 
状态 将 振 苔 频 滁 喊 少 ， 在 笑 ， 
情 到 迹 共振 把 附 近 某 一 个 
cifco<oa< os) 时 ,振幅 值 
飞 距 十 大 。 这 种 振动 的 振幅 
有 飞跃 变 任 的 现象 称 为 哑 蹊 
现 球 ump phenomenon) 
《和 第 上 章 上 5 中 的 姚 跃 完 至 
不 同 ， 这 里 2 的 变化 当然 为 
过 铬 的 ) 。 在 握 动 频率 二 加 
和 了 玻 少 的 方 阿 ， 发 生 跳 跃 的 频 于 值 是 不 同 的 ko oa ， 它 家 明了 
一 种 现象 , 称 为 振动 滞 质 (oseillation hysteresis)， 
前 面 已 述 过 的 的 谐振 回路 【图 JI3.1) 就 是 强迫 振 关 的 另 一 例 
子 , 忽 者 特 性 (电流 对 磁 通 量 ) 下 示 为 二 欢 方 程 : 
=ap+egp” (oa>0, 8B>0). 
=v Oar, Vou R= Bia~ub, EoO/a= ui, wv OU ia 
一 属 ， 略 去 jp 航 的 项 (将 + 履 
写 为 1, ww 改写 为 由 ， 旭 回 到 
23.2)。 这 种 情形 星 的 请 >0. 
此 处 电 星 电压 + 所 幅 ) 此 (或 
【28. 引 的 五) 依次 坪 大 , 草 在 
回 踏 电阻 二 (二 即 (23. 汶 中 的 
6) 不 太太 的 场合 中 ， 就 在 某 一 
值 瑟 = 瑟 ，， 电 福 !( 振 幅 ) 1 飞跃 
地 计 大 {图 如 3. 轨 , 由 这 种 状态 
如 将 电 王 下 降 到 某 值 总 一 所 < 9) ，1 飞 斌 地 闫 少 , 由 出 揭 报 


= 


图 28.2 


dr re bh i re 


, 
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动 汗 后 。 当 回路 的 电 限 于 某 个 值 天 时 , 即 看 不 到 跳跃 现象 。 
一般 地 . 量 如 稳定 状态 有 两 个 , 申 计 部 来 的 适当 骨 号 ， 可 使 - -个 状态 变 到 
另 --- 状 态 的 水 耗 称 为 触发 器 ;Hip-teb) 。 报 妇 这 两 个 状态 分 别 对 应 0 和 1 这 
就 能 用 于 二 进位 的 计算 机 。 在 然 洲 振 阿 路 两 个 本 定 振动 状态 ( 电 访 振 幅 大 的 
乱 赤 和 和 小 拘 状 志 ) 就 可 用 于 触发 器 各 。 
此 处 电源 电压 天 的 请 ， 合 百 oCye= 三, 出 就 成 为 (28.7) 型， 
这 种 情况 衫 据 适 当 条 件 (在 3 22 相应 的 (32.4)) 在 有 最 短 周 期 为 
w/w 的 去 个 稳定 的 定常 振动 。 即 这 振动 的 最 短 周 期 是 外 力 的 周 
期 的 三 侍 。 一 般 说 来 , 具有 外 力 周 期 % 税 (n 是 此 1 大 的 整数 ) 为 
最 短 周期 的 振动 , 称 为 第 1 次 人 此 波 (次 谐 波 )。 有 这 种 分 谐 波 
发 华 的 更 人 象 ， 称 为 分 请 波 共 要 (或 入 有 频 现象 )。 注意 加 822 那样 ， 
在 (23.6) 的 了 把 x, x 的 最 高 次 数 酸 为 4, 则 除了 第 上 次 分 庄 
波 外 ， 就 不 可 能 发 生 其 他 分 


噶 波 。 
国会 纹 事 登 的 电 够 就 是 利用 GC oO A 
邮 共 板 第 三 次 分 讲 波 (每 种 183/; a 月 
葡 ) 的 振荡 。 = | 
其 次 是 强迫 振动 的 例 . = 所 “ 
子 。 装 在 阳极 癌 步 振 藩 器 
(第 主 辜 , $6, 例 3) 的 机 极 国人 


回路 里 所 人 正 问 疫 拓 沙 器 (图 238.3),， 由 Kh 计划 ( 啼 去 相机 流 )， 


i, -一 一 虽 一 划一 昌 
Li -Rin—0"!| te dt, 


BB,= +ir, EB,— — Mir tecon owt. 
电子 管 的 特性 以 
I= fi + DE,) 


者 ”用 作 治 电子 孝 字 群 扯 机 中 的 将 电 僚 艇 主 。 一 一 校 者 法 
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圾 示 。 此 外 裔 
yeoot— (M— DNRL-, 
有 
LOy+ oa y+y=V cos(ot 十 的 ， (23.10) 
其 中 p= LR (WM DDNfF (y+DE), 


V =o08(0t + ef (1— LO eog Dt —SLR-! sin Hf]. 

全 特 电子 管 的 特性 用 三 次 式 
fF) 一 下 (及 再 ) tay— DE)—B' QD (las>0, B'>0 
表示 ( 窗 照 图 6.7) ,w(t) 一 一 & 十 BV 其 中 
a=a'(M— DI LR!, B-88'(M- DD), 
且 满 足 86 例 8 中 振 落 条 件 TB-1< (MDEa， 因 此 o>0， 
后 >0， 从 市 123.10) 是 
LOvyF (—aft Ry) yt y= cog fo 二 的。 (223.11) 
下 灶 更 鞭 
£40/ = LOr, wv LO =o, 由 一 ~ Biaw, 
av 一 HA phiaF=wF, 

剖 ( 将 7 改写 为 六 (283. 芋 ) 就 可 全 碟 为 123.3) 。 

如 果 在 这 回路 中 插入 正 汞 波 振 落 器 ,并 和 将 角 频 率 o 保持 于 站 
” 插 点 (w= 一 lL/MIO) 附 近 的 一 定 值 ,考虑 电压 ( 拨 幅 )e{ 从 而 (38.3) 
从 六) 依次 培 大 的 情况 , 古 小 时 , 在 517 图 17.3 的 I 的 区 域 , 象 
§21 例 2 襄 明 的 那样 , 可 看 作 概 周期 振动 。 由 于 这 振幅 (po 的) 和 
全 相册 (gol)) 的 周期 天 私有 是 

2 HT) nw —1), 

所 忆 考 卉 阳极 同 步 振 莫 器 振 蓝 频 素 和 插入 的 正弦 波 振 蓝 器 的 频 素 
数 的 着 拍 ( 蜂 普 ) ， 此 处 假定 电压 8 依 识 增 大 ,和 I/ NZLO 的 差 
就 产生 竹 种 情况 ， 最 后 由 区 域 I 进 大 区 戌 ITVY , 邹 电 压 e 在 某 值 以 
上 , 概 周 斯 振 莫 变 成 具有 2myw 周期 的 周期 振 落 而 差 拍 消除 。 这 样 
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阳极 同步 振 洲 器 自身 的 振 洲 (和 角 ) 周 波 数 (I/ ~'I0) 和 插入 的 正 豆 
波 报 茧 器 的 角 周 小 数 (@) 尽管 不 同 , 但 只 存在 周期 2r/a 的 周期 振 
滥 , 不 产生 道 拍 ( 蜂 童 ) 的 现象 ,我 们 称 它 为 间 步 现 詹 (synchroniza- 
tion) @ 。 双 插入 的 正弦 波 所 洲 跨 是 将 阳 惟 同步 振 蓝 器 引进 pull 
in, wiehen) ,或 者 正 纺 波 振 萝 器 是 将 阳极 同 步 氢 落 器 黎 制 (sup- 
press, mitnehmen?} 。 

此 处 电压 e 洲 很 大 , 并 于 (28.8) 的 型 MV Bj/aF 一 下， 这 种 特 
形 中 ,在 适当 的 条 件 , @ 接 近 了 于 8 EC 的 情况 产生 稳定 的 第 三 
次 分 谐 波 (周期 为 6x/w) 。 这 种 有 同步 分 谐 波 的 称 为 分 训 间 步 
(subharmonic synchronization) 。 

同步 现象 是 于 防止 振 落 器 的 振东 里 率 的 变动 ; 例如 藻 用 石英 振荡 器 ( 频 
素 谈 动 非常 少 ) 作为 手 入 的 正 驶 波 振 募 器， 具有 与 此 相近 拨 菏 频率 的 阳极 同 
步 振 落 峰 与 石英 气 落 器 的 频率 将 准确 地 一 致 化 。 这 种 情形 中 石英 振 蓝 中 的 频 
率 是 阳极 同步 振荡 器 频率 的 近似 (适当 的 整数 倍 。 从 另 一 观点 看 来 , 这 种 更 
象 可 作为 是 石英 振 落 器 的 蜂 牵 的 分 割 (或 递减 )。 

其 次 为 套数 振动 的 例子 。 衣 有 绳 长 为 1 质量 为 mm 的 摆 鲁 : 

ma 了 十 ?了 十 aysin 有 一 0， 
考虑 随 绳 长 作 周 期 变化 的 特 况 。 合 
b= (1 +a con ot)*t, 
即 
G+ (ym e+ (ol) (ta oo otsin d=0, (23 .19) 
此 处 
t= Vgr, mV Bn, og, 
OV wo Mno0—06+...20— ub0s, 
略 去 jw 释 的 项 (将 7 改写 为 间 , 出 可 回 到 (238.4) 。 在 这 情形 中 
5<0。 改 变 编 长 ， 由 摆 的 支点 到 鱼 的 四 敲 由 有 变 双 。 人 在 洲 秋 千 


各 机 称 分 获 谍 占据 现 萌 。 


撑 者 往 
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时 ， 如 果 足 下 站 起 的 册 期 区 为 秋千 周期 的 一 牛 (一 )， 支 点 到 重 
心 的 踊 府 也 只 这 周期 变化 , 秋 干 就 开始 振动 起 来 (图 -省 。 


图 233.8 


者 锯 另 一 例 , 取 图 38.5 的 回路 ,两 个 变压器 具有 相同 特性 ,其 
各 自 的 原 简 图 呈 数 玉 o, 副 息 团 夏 数 丈 ; 上 全 变革 跨 的 礁 通 量 为 
4 , 下 合 变 压 器 的 磁 通 量 为 由， 由 区 h 法 曙 


Nt N$a= 一 CI| id 一 Ris, sictis, 


No — Nobstrio= Eresinot, Nit+Noio—ftg), 
NEi— ovo 一 了 (sa) a 
此 让 中 十 中 3 一 省， hy 
识 加 。 
Nat aN Rrz+t [ft a] =0, 
2Ney tr [Lf (hi) —f (pa)] -BNol He sin wt). | 


Lr rT EE TE ph Tp Tai Epp -CeLPFU PP ET ph Tr 


$33 居于 抽身 和 找 动 Top 


条 . 
fp =ap+Bp” a>0,8>0), 
剧 . 
DONA (DN RY Tao- (8B /4 (n+ 30) 1 =0, 
2Niy+ riat (B74) (B92) y=—2No (E+esin wt), 
上 比 好 取 Ba, 赂 去 第 一 式 中 含有 局 的 项 ,用 
Ny ray — DNo CEE sin cot) 


| (23 .13) 


定常 解 是 
y= -Fv con(ot+ 0). 
其 中 
VV=2NoB/(ra, vw—2Noe/ MANts ri 
失忆 代入 党 一 式 , 剧 . 
DO Nz+ (DNS/ RYzZ + fa (BB /BY (OF? s+ (Bd4} 
十 (380 8) [4F o08 {wt tO 二 Denaf2nt 十 20)]3 
0 
其 中 
EO/G ANOT™?[80 4 38 (BV?4 v3) ] 137, 
dN R-1O-12[84+38 (DVI oN) 12 = pe, 
28[8a+ B80F+40]-!— nd, 
BB8vV [Ba+ SB (2F ?+ ol jorr, 
3 有 BO [SaB8 2+] 2 = os 
全 WESG 十 SB 2 + = 0, 
贡 ( 将 7 改 等 为 人 
省 十 cw 十 ww 十 bw? 十 作 p (oq Gog wf + qa C08 Dt Ym —0, (23.14) 
而 得 到 共振 是 @ 守 1, 2 的 两 种 情况 。 此 外 特别 考虑 ms 的 情况 ， 
此 时 


f(t, Ey HF) = C0 Dot, 


i110 请 和 圭 瘟 非 自 党 系 访 的 刻 析 五 法 
由 于 对 21.18) , ‘(21.1 下 的 
Fp, $=0, Gp $) =0, 

从 而 (23.14) 中 最 后 一 项 与 @ 守 2 的 共振 无 关 ， 将 这 项 略 去 (把 凡 
写 鸭 9) ， 基肥 回 到 (383.4。 叉 在 书信 2 的 情况 , 电 和 源 的 角 频 率 (O) 
是 近 介 于 二 砍 侧 本 路 的 加 有 角 频 率 (NV al30) 的 两 悦 。 二 次 
侧 右 路 的 振 洲 是 电源 的 里 府 的 第 二 分 雍 波 ， 放 存在 着 两 个 稳定 的 
近 于 正 续 形 的 疲 , 彼此 相 性 相 送 严 。 

在 8 小 , BR 大 的 情况 中 ,运用 文献 [11],[1 条 的 方 潜 ; 可 十 楼 
处 理 (23.13)。 

如 果 将 相位 相 洲 x 的 两 个 振动 对 应 于 0 和 1, 就 能 用 于 二 进 
位 的 计算 。 


电子 计算 机 的 触 受 元 件 (parametron}) 就 是 利用 这 一 性 列 。 
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以 后 记 
朱 照 宣 


非 线性 振动 理 具 是 一 门 新 兴 的 边缘 性 学 科 ， 它 是 常 微 分 矿 程 
应 用 的 一 个 重要 二 面 ,也 是 一 般 力学 (关于 离散 系 杭 的 力学 ) .自动 
控制 和 无 厂 电 畅 理 等 的 理 险 基础 之 一 。 古 屋 项 、 南 云 夺 一 的 这 本 
小 册子 ， 己 简洁 、 概 括 的 形式 介绍 了 非 线 性 振动 理 玲 的 基本 成果 。 
它 是 一 本 很 好 的 久 门 芒 物 ;对 于 熟悉 这 方面 内 容 的 苇 者 来 说 ,也 不 
失 为 一 本 优秀 的 提 桨 式 的 套 考 手册 。 

振动 现象 在 力学 条 克 、 电 左 有 条 胡 或 其 他 条 入 中 巾 现 出 来 的 物 
理 术 质 是 多 样 的 ,振动 理 葡 项 用 舵 一 的 驳 点 来 处 理 各 种 振动 更 每， 
而 这 种 “自然 界 的 耕 一 在 关于 各 种 现象 亿 域 的 微分 方程 的 ‘惊人 类 
似 ' 中 显示 出 来 ”列宁 : 唯物 主义 与 婚 瞪 批 物 主义 , 第 五 章 , 第 折 
节 , 第 295 下 ;入 民 出 版 社 , 1956 年 3 月 第 三 版 ,北京 )。 这 本 小 册 
.也 是 从 讨 询 几 种 典型 的 微分 方程 出 发 的 。 对 于 非 数 学 专业 的 匡 

者 ,不 怒 先 翻 并 一 下 各 章 的 例子 和 823, 可 以 了 解 这 些 数学 模型 在 
力学 .电学 或 工程 技术 问题 中 的 原型 。 

书 中 主要 讨 坎 的 是 二 杂 的 邓 航 ， 相 应 于 力学 中 单 自由 度 采 入 
或 电学 中 的 单 回路 条 粮 。 实 际 的 振动 问题 可 能 不 是 二 杂 约 系 蔽 : 
力学 中 有 多 自由 度 (以 及 无 限 自由 度 ) 的 秒 敬 ， 电 学 中 有 多 回路 的 
振 洲 乖 未 和 分 布 参数 的 振 藩 系 顽 ， 自 动 镁 节 条 杭 往 往 是 二 阶 以 上 
的 ; 它 拉 需要 用 高 礁 的 常 微 分 方程 或 者 用 妨 微 分 证 种 来 横渡 。 但 
是 ,无 短 是 装 念 方法、 千 果 , 或 者 是 具体 的 计算 技巧 , 都 可 以 而 乓 
需要 从 二 维系 和 炉 的 分 析 得 到 借鉴 。 

这 本 小 骨 子 叙述 了 研究 非 厂 性 振动 的 两 种 汶 法 一 -几何 元 法 
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校 后 如 : 118 
陶 省 定性 的 态 法 , 凡 帮 解析 方法 或 者 定量 的 小 法 。 一般 吉 洒 ;定性 
的 研究 应 南齐 定量 研 禾 和 前， 而 用 在 发 展 过 程 中 琴 者 相 瑟 补充 。 
这 两 种 方法 都 注 启 于 十 记性 各 术 Voincaré 的 著作 {( 基 宕 考区 
献 [1 [21) , 而 把 这 辽 种 注 法 用 求人 各 定 非 烤 性 拨 动 理 艇 丰 厅 的 ， 基 
是 一 二 世纪 三 十 件 代 苏联 学 者 的 切 绩 。 近年 来 ,， 非 线性 振动 方面 
的 文献 沾 繁 , 专 落 不 数 十 , 期 刊 诊 文 妈 不 下 数 吉 。 恐 拷 一 洽 十 ， 
这 里 漫 有 思 于 序列 参考 书 作 补充 。 蓝 者 如 希 旭 一 步 色 诗 ， 可 以 先 


` 容 者 下 则 两 书 : 定 性 :几何 ) 方法 ,内 HpoHOB 的 凶暴 著作 [56]; 定 


若 (解析 ) 访 法 ,， 见 .HH. boroazw60B8 和 .A，MnTPONOIbGKRAEC 的 
名 党“ 非 生性 振动 理 欧 中 的 注 近 方 尘 ”ACHMITOTHI8CKH6G MBTOKEL HB 
TOOPHR HEMHHORHMX FOIGONITHR, Taamarras, M,, 1955, 1958), 台 
悉 英 文 的 芒 者 ,可 届 从 套 考 文献 上 后] ,[ 的 两 书 的 黄 文 节 静 本 中 见 淮 
大略。 此 外， 还 可 穴 普 秦 元 肌 精 妾 的 “微妙 二 程 所 定 光 的 积分 曲 
线 "( 科 学 出 版 入 ,1959) 。 这 些 书 都 附 有 痒 翻 的 文献 目录 。 

1962 年 后 月 
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